Sammanstallning av bevis
MVE425 Matematik, del D, varen 2020

1 Formeln for en aritmetisk summa

Sats. Om (a,)2, dr en aritmetisk talfoljd med differens d sd dr

i a + a, 2a; + (n — 1)d
ag =n- =n- :
: 2 2

k=1
Beuvis. Eftersom (a,)?°, ar en aritmetisk talfoljd géller

ag=a;+ (k—1)d och ap—(k—1)d=a

for alla k. Lat nu s, beteckna summan, skriv den en gang framldnges och en gang
bakldnges, och addera:

Sp = (a1)+ (a1 + d)+ (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n — 2)d) + (a1 + (n — 1)d)
Sp = (an) + (an — d) + (an, —2d) + ...+ (an, — (n — 2)d) + (@, — (n — 1)d)
28, = (a1 + a,) + (@ +ap) + (a1 +an) + ...+ (a1 + ay) + (a1 +ay)

(. J/

Vv
n parenteser

CL1+CLn

Eftersom 2s,, = n(a; + a,) maste alltsa s, = n - . (Det andra uttrycket far

vi genom att sitta in a, = a; + (n — 1)d.) O

Satsen gar dven att bevisa med induktion eller genom att férst visa specialfallet

n

n(n+1
Z: (;)

k=1

och sedan utnyttja lineariteten hos summabeteckningen.

2 Formeln for en geometrisk summa

Sats. Om (a,)2, dr en geometrisk talfoljd med kvoten q # 1 sa dr

n

Zn:ak :Zn:alqk_l =ap - L4 .
k=1 k=1

1—g¢q



Beuvis. Idén ar att skriva ut summan, multiplicera den med 1 = }%Z, och forenkla:

Yoad ! = +ragtad+ . tad T =alltg+ @ ¢
k=1

1—gq e
:a1~1—_q'(1+q+q2+...+q D)
1 n— : n—] n
1 1—q"
— - —_— 1— n frd . . |:|
N (I-¢")=a -

O

3 Satsen om termerna i en konvergent serie

Sats. Om serien E ap  dr konvergent sa gdller det att lim a, = 0.
n—oo
k=1

n
Bews. Lat s, beteckna seriens n:e delsumma, dvs s, = E ay. Da ar
k=1

n
Sp = E ag=a, +as+ ... +ap_1+a, =8,-1+a, <& A, =38, — Sn_1-
k=1 ~

Sn—1

Att serien ar konvergent betyder att lim s, = s for nagot tal s € R. Da galler ju

. . . n—oo
aven att lim s,_; = s, och alltsa blir
n—0o0
lim a, = lim s, — 5,1 =5 —s =0,
n—oo n—oo
vilket skulle visas. O

4 Skillnaden mellan tvad primitiva funktioner
Sats. Om F och G bida ir primitiva funktioner till f, si ir G(z) = F(z) + C.
Bevis. Lat H(z) = G(z) — F(x). D blir

H'(z) = G'(z) = F'(x) = f(z) — f(x) = 0.

Enligt foljdsatsen till Lagranges medelvirdessats maste da H(x) = C' {or alla x for
nagon konstant C, det vill siga G(z) — F(z) = C < G(x) = F(z) + C. O



5 Partialintegration

Sats. Antag att F(x) dr en primitiv funktion till f(x) och att g(z) dar deriverbar.
Antag dven att f(z) och g(x) dr kontinuerliga. Da galler

/f r)dr = F(x)g(x) — /F(x)g’(x) de.
Bewis. Enligt produktregeln ar
D[F(x)g(x)] = F'(z)g(x) + F(x)g'(z) = f(z)g(zx) + F(x)g'(z) <
f(@)g(x) = D[F(x)g(z)] — F(x)g'(x).

Genom att nu integrera bada leden far vi det dnskade resultatet

[ H@g@)do = Pajgla) - [ Fla)g'(@)do.

6 Analysens huvudsats

Sats. Antag att f dar en kontinuerlig funktion pa det slutna intervallet [a,b], och
definiera funktionen F' pd |a,b] genom

- / o

Dé ar F deriverbar och en primitiv funktion till f, det vill saga F'(z) = f(x).
Bewvis. Enligt definitionen av derivata ar

F() = lim F(x—i—h)—F(m).

h—0 h

Vi ska alltsa visa att

lim F(x+h) — F(x)
h—0 h

= f(=).

Vi studerar forst téljaren i uttrycket i vinsterledet.

F(z+h)— / f(t dt—/f
=lf@ﬁ+:MNWfL%@ﬁﬁ[MWW

Enligt integralkalkylens medelvirdessats finns det ett tal £ € [x, 2 + h| (som beror
pa h) sadant att

x+h
/“ F(Odt = FE)((x +h) — h) = hf(©), 1)

och eftersom x < ¢ < x + h maste £ — = da h — 0. Eftersom f ar kontinuerlig
medfor detta att f(£) — f(z) da& h — 0. Vi far

Fla) = tim 2EEN = F@ O p e = fa)

h—0 h h—0 h—0

vilket skulle visas. O



7 Metoden med integrerande faktor

Sats. Alla l6sningar till den lindra differentialekvationen

Y +9(x)y = h(w)
ges av
y(z) = e 6@ /eG(I)h(x) dx,
dar G(z) ar en primitiv funktion till g(x).

Bewis. Lat G(x) vara en primitiv funktion till g(x), och multiplicera bada leden i
differentialekvationen med den integrerande faktorn e&®:

6G(:z:)y/ + eG(m)g<$)y — eG(:p)h(x)

—D[eC®y)

Vinsterledet blir da precis derivatan av e“®)y, och genom att integrera bada leden
och sedan l6sa ut y far vi

%@y = /eG(x)h(x) de & yx)= eG(m)/eG(m)h(:v) dx,

vilket skulle visas. O
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