2 1 LINJARA RUM
1 Linjidra rum

1.1 Definition och exempel

I matematiken moter man i olika sammanhang storheter som pa ett naturligt sitt kan
adderas och multipliceras med tal sa att vissa enkla ridknelagar géller. Nagra exempel &r
geometriska vektorer, vektorer i R”, matriser, funktioner. Trots de yttre olikheterna har
dessa och andra exempel nagonting gemensamt, och for att fanga detta har man infort det
generellare begreppet linjiart rum.

Definition 1.1. Ett linjdrt rum ar en icke-tom méangd V', vars element kan adderas parvis
och multipliceras med tal. Den exakta inneborden av detta &r féljande:

(1) For allau € V och v € V finns ett vildefinierat element u 4+ v € V.

(2) For allau € V och o € R finns ett véldefinierat element au € V.
Dessa tva operationer, addition och multiplikation med tal (eller skaldr) skall uppfylla
foljande raknelagar:

3) u+v=v+uforallau,v e V. (Kommutativ lag)

4) (u+v)+w=u+ (v+w) for alla u,v,w € V. (Associativ lag)

5) Det finns ett element 0 € V' (nollelementet) sa att 0+u =u+0 =u for allau € V.

7) a(fu) = (af)u for alla o, f € R, u € V. (Associativ lag)

(3)
(4)
(5)
(6) For varje u € V finns ett element —u € V sadant att u + (—u) = (—u) +u = 0.
(7)
(8) a(u+v) =au+ av for alla « € R, u,v € V. (Distributiv lag)

(9)

9) (a+ B)u=au+ fu for alla o, § € R, u € V. (Distributiv lag)

(10) lu =u for alla u € V.

Linjédra rum kallas ocksa vektorrum. Elementen i ett linjart rum kallas vektorer.

Skaldrerna kan ocksa vara komplexa tal. Om egenskaperna (axiomen) (1) — (10) &r uppfyllda
med C i stéllet for R (dédr C betecknar méngden av alla komplexa tal), har man ett komplezt
lingirt rum (vektorrum). I de tre forsta kapitlen kommer vi att forutsétta reella skaldrer,
men bl.a. alla resultat i kapitel 1 géller dven for komplexa linjdra rum. All matris- och
determinantkalkyl géller ocksa for matriser med komplexa element.



1.1 Definition och exempel 3

Exempel 1.1. Nagra exempel pa linjira rum.
(a) De geometriska vektorerna i det askadliga rummet.
(b) R™, dvs. méngden av alla n-tipler

x = (r1,%9,...,2y)
av reella tal, dir man definierar

X+y= (371,952;---:3%)+(y1;y2;---:yn) -
= (5171+y1;5172+92;---;$n+yn);
ax = a1, Ty ..., Ty) = (@1, Ly, ..., QLy).

Elementen i R” kan representeras som kolonnuvektorer, dvs. n X 1-matriser,

T
T2
Tn
eller som radvektorer, dvs. 1 X n-matriser,
(x1 2y ... 2y).

I regel identifierar vi R® med méngden av alla kolonnvektorer. For tydlighetens skull skriver
vi ofta radvektorer som

(xh‘r?a L 7xn)>

det torde framga av sammanhanget om en n-tipel eller en radvektor avses.
(c) Mangden R™*™ av alla m x n-matriser med reella element.

(d) Méngen F(I) av alla funktioner pa ett intervall I. Addition och multiplikation med
skaliar definieras pa det naturliga sittet, dvs.

(f+9)(z)=f(x)+g(x), (af)(z)=af(x) forallazel.

Nollelementet &r nollfunktionen, 0(z) = 0 for alla z € I. Axiomen (3) — (10) blir uppfyllda
for F(I) pa grund av att motsvarande riknelagar géller for reella (eller komplexa) tal.

(e) I (b) kan alla tal fa vara komplexa, sa att C" (dvs. méngden av alla n-tipler av komplexa
tal) dr ett komplext linjart rum. Om vi emellertid begréinsar oss till reella skalérer, sa ser
vi att C" ocksa &r ett reellt linjart rum (dvs. ett linjirt rum med reella skaldrer). W

De tva forsta exemplen kan séigas ha statt modell for det allménna begreppet linjirt rum.
Déarfor anvénds ett geometriskt sprakbruk, och man kan hela tiden ha en geometrisk bild
i tankarna.
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I de konkreta exemplen i Exempel 1.1 &r egenskaperna (1) — (10) mer eller mindre sjélvklara.
Dessutom har man i dessa fall ytterligare egenskaper som kan forefalla lika sjilvklara. En
del av dessa kan visas vara konsekvenser av egenskaperna (1) — (10) och giller alltsa
for godtyckliga linjdra rum, medan andra egenskaper kan vara specifika for det speciella
exemplet och sakna motsvarighet i det allménna fallet. Som en illustration skall vi hirleda
nagra konsekvenser av (1) — (10).

Vi borjar med att konstatera att nollelementet (nollvektorn) 0 i (5) &r entydigt bestdmd.
(Observera att en formulering som ”det finns ett element ... sa att ... ” betyder "det finns
minst ett element ... sa att ... ”.) Om nimligen 0* uppfyller 0* + v = v + 0* = v for alla
v, far vi med v = 0 och med v = 0* i (5) att 0* + 0 = 0, resp. 0* + 0 = 0*, dvs. 0* = 0.
Lat oss titta pa en ekvation w 4+ u = v (u och v givna). Den har den entydiga 16sningen
w=v+ (—u). Att v + (—u) &r en 16sning foljer av att

4)

(v+(—u))+u:v+((_u)+u)() (5)

=v+0=w.
A andra sidan &r v + (—u) den enda téinkbara ldsningen, ty

wHu=v = (w+u)+(—u) =v+(—u) @

wt(wt (—u) =v+(~u) L wto=v+(-u 2
w=v+ (—u).

For enkelhets skull skriver vi v — u i stéllet for v + (—u). Vi kan da formulera ovanstaende
som

wHUu=v & w=v—u. (1.1)

Om speciellt v =0 har vi att w+u =0 = w =0+ (—u) = —u, vilket visar att —u i (6)
ar entydigt bestdmt. Vidare ar

ou+uL oyt 10

(04 1)u=1u=u,
varfor enligt (1.1), eftersom u — u = 0,

Ou = 0. (1.2)

Observera att nollan i vénsterledet i (1.2) &r det reella (eller komplexa) talet 0, medan
nollan i hogerledet ar nollvektorn i V. Vi noterar ocksa att

—u = (—1)u, (1.3)

ty u+ (—=1)u=1u+ (—1)u= (14 (=1))u = Ou = 0, vilket ger (1.3).
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1.2 Underrum
Definition 1.2. Ett underrum M av ett linjiart rum V &dr en delméngd M av V sadan att
M sjélvt ar ett linjdrt rum m.a.p. samma operationer.

Eftersom réknelagarna (3) — (10) i Definition 1.1 géller i hela V' géller de ocksa i en
delmingd M under forutsittning att 0 € M. Dérfor behover man bara verifiera (1) och
(2) for M for att inse att M &r ett underrum av V, dvs. man skall verifiera att M #r slutet
under addition och multiplikation med tal. Vi formulerar detta som en sats.

Sats 1.1. En icke-tom delmangd M av ett linjirt rum V dr ett underrum av 'V om och
endast om M har egenskaperna

u,veM = u+veM, (1.4)
ueEM, ae€R = auc M, '
eller, ekvivalent, egenskapen
u,v € M, a,ER = au+ fv e M.
Anmirkning. Tag ett u; € M (M &r icke-tom) och o =01 (1.4) sa fas att Ou; =0 € M.
Dérmed géller (5) for M, om (1.4) géller.

Exempel 1.2. I det askadliga rummet, diar vi som vanligt identifierar punkter och ortsvek-
torer, dr foljande delmédngder underrum:

(a) Origo, eller noggrannare, den méngd vars enda element &r 0.
(b) Réta linjer genom origo.

ou
(c) Plan genom origo.

’
/ V /
A\ o
M u

0]

Aven i allméinnare situationer kan man ha denna figur i tankarna och forestilla sig ett
underrum som nagonting som #r analogt med ett plan genom origo.
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(d) Hela rummet.

Néar vi i nésta avsnitt har infort dimensionsbegreppet, kommer det att framga att dessa
underrum har dimensionerna 0, 1, 2 och 3, respektive. W

Exempel 1.3. Lat V vara det linjira rummet av alla reella n x n-matriser (jfr Exempel
1.1 (c)), och lat M vara den delméngd som bestar av alla symmetriska n x n-matriser. Da
ar M ett underrum av V', ty om A och B dr symmetriska, sa &r ocksa A + B symmetrisk
(A+ B)t = A"+ B' = A+ B), och aA dr symmetrisk om « dr ett reellt tal ((«A)" =
aA =aA). N

Exempel 1.4. I tillimpningarna moéter man ofta s.k. funktionsrum, dvs. olika underrum
av F(I) (se Exempel 1.1 (d)). Nagra exempel:

Cla, b] = méngden av alla funktioner som &r kontinuerliga pa [a, b].

C*(a,b) = mingden av alla funktioner som #r k ganger kontinuerligt

deriverbara i (a, b).

C*(a,b) = méngden av alla funktioner som har kontinuerliga derivator

av alla ordningar i (a, b).
P = mingden av alla polynom.
P, = méingden av alla polynom av grad hogst n.

L*(a,b) = mingden av alla reellviirda funktioner f sidana att f2 #ir integrerbar
pa (a,b). (Bokstaven L kommer fran namnet Lebesgue och s.k.

Lebesgueintegrerbara funktioner.)

For att visa att en mingd av funktioner ar ett linjart rum ricker det att verifiera att f +g¢
och af tillhér méngden sa snart f och g gor det. Méngden C/|a, b] blir ett linjért rum, dérfor
att f + ¢ och af #r kontinuerliga, om f och ¢ dr kontinuerliga. Fér C* och C'* anvinds
ocksa att f + g och af dr deriverbara sa snart f och g dr det. For att visa att L?(a,b)
ar slutet under addition anvédnder vi den enkla men nyttiga olikheten af < %(042 + 5?)
for godtyckliga reella tal o och 3. Denna foljer av att a? + 32 — 2a8 = (a — 8)? > 0.
Vi far ocksa (o + 8)? = o® + 5% + 2a8 < 2(a?® + $%). Om f och g tillhér L?(a,b), sa ér
[f(z) + g(2)]* < 2f%(x) + 2¢*(x), vilket medfor att f + g tillhor L?(a,b). Att af tillhor
L*(a,b), om f gor det, &r klart. W

Exempel 1.5. Lat V vara det linjdra rummet C[0, 1] (se ovan). Sétt
M ={feV:f(0)=f(1)=0}

Da ar M ett underrum av V, ty om f och ¢ tillhér M och « &r ett tal, sa ar f 4+ g¢
kontinuerlig och satisfierar

(f +9)(0) = f(0) +9(0) =0+0=0, (f+g)(1)=/f(1)+9(1)=0,
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Adjektivet ”linjar” i termen ”linjirt rum” &r ju bildat fran ordet ”linje”, och darfor kan
det kanske tyckas konstigt att (réita) linjer (och likasa plan) i allméinhet inte dr linjira
rum utan bara sadana som gar genom origo. I det allménnare fallet anviinder man ofta
adjektivet ”affin”. Eftersom en godtycklig rit linje &r en translation (parallellférflyttning)
av en linje genom origo (se fig.), sa gor vi foljande definition:

up+u

Definition 1.3. En delméingd M av V kallas affin, om det finns en vektor ug € V' och ett
underrum U av V sa att

M=uy+U={up+u:uecU}.

1.3 Nagra grundbegrepp

I detta avsnitt skall vi inféra nagra centrala begrepp som linjirt beroende och oberoende,
bas och dimension. Dessa begrepp har man redan stott pa i nagon form i samband med
geometriska vektorer. Sa dr t.ex. tre (geometriska) vektorer linjart oberoende om de inte
ligger i ett och samma plan. En sadan uppséittning vektorer kan anvindas som en bas
i rummet, och detta leder som bekant till begrepp som komponenter (av en vektor) och
koordinater (for en punkt). Motsvarande kan goras i ett godtyckligt vektorrum (av dndlig
dimension). Dimensionen dr det antal vektorer som ingar i en bas. Ett centralt resultat i
detta avsnitt ar att varje bas innehaller lika manga vektorer (detta &r inte trivialt). For
att komma fram till det behdver vi en del grundliggande satser. Bokstaven V' betecknar
genomgaende ett reellt linjirt rum (men allting géller ocksa fér komplexa linjéra rum).

Definition 1.4. Lat uq,...,u, vara vektorer i V. En linjarkombination av wuy,...,u, ir
en vektor av formen
A + Aous + - - -+ Auy,

for vissa skaldrer Aq,..., \,. Mingden av alla linjirkombinationer av uq, ..., u, utgor ett
underrum av V' (visa detta som 6vning!); detta underrum betecknas Span{ui, ..., u,}.
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Definition 1.5. En uppsittning vektorer uy, ..., u, i V ségs generera (eller spinna) V om
varje element i V' &r en linjirkombination av wy, ..., u,, dvs. V' = Span{uy, ..., u,}.

Exempel 1.8. R” genereras av vektorerna
e; =(1,0,...,0), eo=(0,1,...,0),..., &, =(0,0,...,1),

ty ett godtyckligt x € R" kan skrivas

X = (T1,%9,...,Ty) = T1€] + To€ + -+ - + T,€y. [ |

Definition 1.6. En uppsittning vektorer uq,...,u, i V sfgs vara linjirt beroende om
nollvektorn kan skrivas som en icke-trivial linjirkombination av uq,...,u,, dvs. om ett
samband av formen

)\1'11,1 + )\2'&2 + -4 )\nun =0 (15)
ar mojligt med nagot \; # 0. Om a andra sidan relationen (1.5) endast dr mdjlig da
A =X =---= )\, =0, sa sigs uq, ..., u, vara linjirt oberoende.
Exempel 1.9. Vektorerna eq,...,e, i R* (se Exempel 1.8) ér linjirt oberoende, ty om

0:)\1e1+---+)\nen:()\1,...,)\n),
saaralla\;=0. W

Lemma 1.1. Vektorerna uy,...,u, dr linjirt beroende om och endast om nagon av dem
kan skrivas som en linjarkombination av de dvriga.

Bevis. Antag att uy,...,u, ir linjirt beroende sa att (1.5) géller med nagon koefficient,
sdg \;, skild fran noll. Da kan vi dividera med \; och 16sa ut u; som en linjarkombination
av de ovriga vektorerna:

_ M Ai1 Ait1 An
Ug = =Wy — o = Ui T Ty U T T 1 U

A Ai A;
Omvént, om nagon av vektorerna, sig u;, ar en linjirkombination av de ovriga, sa &r
U; = Qg + + 0+ QG Uj—1 + QG Ujpr + 00+ Qg
for vissa tal aq, ..., 1, Qii1,. .., 0. Overflyttning av u, till hogerledet ger ett samband
av formen (1.5) dér atminstone nagon koefficient &r skild fran noll (ndmligen \; = —1).

Lemma 1.2. Antag att uy, ..., u,, dr linjiart oberoende vektorer i V.. Om v € V inte tillhor
underrummet U = Span{uy, ..., uy}, sa dr uy, ..., um,v linjirt oberoende.
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Bevis. Antag
auy + -+ apiy, + v = 0. (1.6)
Om g # 0, kan v skrivas som en linjirkombination av uy, ..., u,,, vilket strider mot att
v ¢ U. Alltsa &r 5 = 0, och
ajul + -+ apiy, = 0.

Da uq,...,u,, ar linjart oberoende, sa maste vi ha oy = --- = a,,, = 0. Da é&r alla koeffici-
enter i (1.6) noll, och uy, ..., uy, v dr linjirt oberoende. W
Definition 1.7. En uppséttning vektorer u,...,u, i V ségs vara en bas for V om vekto-

rerna &r linjirt oberoende och genererar V.

Definition 1.8. Ett linjart rum V' ségs ha dimensionen n, skrivet dim V' = n, om n &r det
maximala antalet linjart oberoende vektorer i V. Om inget sadant n finns, dvs. om man
kan finna delméngder av V' bestaende av godtyckligt manga linjirt oberoende vektorer,
sigs V vara odndligdimensionellt.

Anmérkning. Det triviala rummet {0} innehaller inga linjért oberoende vektorer, varfor
dimensionen &r 0.

Sats 1.2. Antag att V' har dimensionen n > 0. Da finns minst en uppsdtining av n linjdrt
oberoende vektorer ur V. Varje sadan uppsdttning dr en bas for V.

Bevis. Lat uq,...,u, vara en godtycklig uppsittning av n linjirt oberoende vektorer ur
V. Existensen av minst en sadan uppsittning foljer fran Definition 1.8. Lat v € V vara
godtyckligt. Om v inte tillhér Span{uy,...,u,}, sa ger Lemma 1.2 att wq,...,u,,v &r
linjért oberoende. Men detta strider mot maximaliteten av n i Definition 1.8. Alltsa &r
v en linjirkombination av wy,...,u,. Da v € V ar godtyckligt, visar detta att wy,...,u,
genererar V och alltsa ar en bas for V. N

Vi har nu visat att varje linjart rum av #ndlig dimension har nagon bas. Vi 6nskar bevisa
att alla baser for ett rum V' har lika manga element. Da beho6ver vi foljande resultat, som
ar centralt i samband med begreppen bas och dimension.

Sats 1.3. Antag att V' genereras av vektorerna uy, ..., u,. Da dr varje uppsdttning av fler
an n vektorer v V' linjdrt beroende.

Bevis. Lat vy,...,v, vara p vektorer i V, dér p > n. Eftersom uy,...,u, genererar V" kan

man skriva
n

Ui:aliul+"'+am’un:§ ajiug, 1=1,...,p,
Jj=1

for vissa koefficienter a;;. Betrakta ekvationen

T1v1 + -+ 2y = 0, (1.7)
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som kan skrivas

=1 j=1
eller
n_p
j=1 =1
Ekvationen (1.8), och ddrmed (1.7), &r satisfierad for varje val av zy,. .., z, sadant att
p
 ajri=0 forj=1,...,n. (1.9)

i=1

Men (1.9) dr ett homogent ekvationssystem med n ekvationer och p obekanta, diar p > n.
Enligt Sats 0.1 har (1.9) en icke-trivial 16sning, dvs. det finns tal zy, ..., z,, ¢j alla noll, sa
att (1.7) satisfieras. Detta betyder att vy, ..., v, dr linjirt beroende. W

Sats 1.4. Antag att V dr andligdimensionellt. Da har alla baser for V lika manga element,
och detta antal dr lika med dimensionen fér V.

Bevis. Klart om dimV = 0. Om dimV = n > 0, sa finns enligt Sats 1.2 nagon bas med
n element. Betrakta sa en annan bas (vilken som helst) och antag att den bestar av m
vektorer. Eftersom n dr det storsta antal linjart oberoende vektorer, som kan féorekomma
i V', och eftersom vi har m linjirt oberoende vektorer i den andra basen, sa maste m < n.
Dessa m vektorer genererar ocksa V', och skulle vi ha n > m, sa skulle Sats 1.3 ge att de
n vektorerna i den forsta basen vore linjiart beroende, vilket dr orimligt. Alltsa &r m = n,
dvs. alla baser for V' har n element. N

Exempel 1.10. (a) R” har dimensionen n, ty enligt Exemplen 1.8 och 1.9 har R en bas
bestaende av n element.

(b) C" med komplexa skaldrer har pa samma sétt dimensionen n, ty ey, ..., e, ir en bas
ocksa for C". Det blir dock annorlunda om vi betraktar reella skaléirer. Det komplexa talet
x + iy kan identifieras med punkten (z,y) i R? (det komplexa planet), varfér dim C = 2
och dim C" = 2n med reella skaldrer. I det senare fallet dr vektorerna eq,ieq,...,e,,ie,
en bas.

(¢) Rummet Cfa,b] &r odndligdimensionellt, ty vi kan finna godtyckligt manga linjirt
oberoende funktioner i rummet. Exempelvis ar funktionerna 1, z,..., 2" linjirt oberoende
for varje n, ty ett polynom som inte ar nollpolynomet har bara dndligt manga nollstéillen.

Vi avslutar detta avsnitt med nagra nyttiga satser rérande bas och dimension. En uppsétt-
ning vektorer, som genererar V', kan tunnas ut till en bas f6r V', och en uppséttning linjért
oberoende vektorer kan utvidgas till en bas for V. Detta &r inneborden i det tva foljande
satserna.
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Definition 2.1. Lat V vara ett reellt linjart rum. En skaldrprodukt i V' ar en reellvard
funktion (u,v) av tva variabler u och v i V' med f6ljande egenskaper:

(i)  (u,v) = (v,u) for alla u,v € V,

(i) (au,v) = alu,v) for allau,v € V,a € R

(iil)  (ug + ug, v) = (ug,v) + {ug, v) for alla uy, ug,v € V,

(iv) (u,u) >0 for alla w € V, och (u,u) = 0 endast for u = 0.

Exempel 2.1. Nagra exempel pa skalarprodukt.

(a) (X,y) =Xy =211+ + Tn¥n

ar en skaldrprodukt i R" enligt ovan. Den kallas standardskaldrprodukten.
(b) (X,¥) = 2191 + 259y + -+ + NTRYn

ar ocksa en skaldrprodukt i R™.

(c) (X,¥) = 2151 + 7192 + 22y1 + 272y

ir en skaldrprodukt i R?. Det #r endast egenskap (iv) som inte fir uppenbar. Vi har
(x,x) = 22 4+ 22,29 + 225 = (21 + 22)* + 25 > 0,

och likhet intrdffar om och endast om x; + zo = 0 och x5 =0, dvs. 21 = x5 = 0.

Dessa exempel &r olika specialfall av féljande.

(d) Lat A vara en symmetrisk n x n-matris. Antag ocksa att A ar positivt definit (se avsnitt

4.5), dvs. att x!Ax > 0 for alla x € R", och x'Ax = 0 endast for x = 0. Da definierar

(x,y) = x' Ay en skaldrprodukt i R". Lat oss verifiera egenskaperna (i) — (iv) i Definition

2.1

( (y,x) = y'Ax = (y'Ax)! = x' Aly = x! Ay = (x,y), eftersom A dr symmetrisk.

(i) {(ax,y) = (ax)'Ay = ax' Ay = a(x,y).

(iil) (x+y,z)=(x+y)dz= (x'+y")Az =x"Az + y'Az = (x,z) + (y, z).

(iv) Att (x,x) = x"Ax > 0 for alla x med likhet endast for x = 0 &r precis definitionen
av att A ar positivt definit.

(e) Lat V vara det linjdra rummet C|a, b] av alla reella kontinuerliga funktioner pa [a, b].
Da &r ,
(r.9)= [ f@)ga) da

en skaldrprodukt i V. [ |

Lat oss notera nagra konsekvenser av Definition 2.1. Genom upprepad anvindning av (ii)
och (iii) finner vi att
{aquy + i+« + agug, v) = (1, v) + (g, v) + -« + (agug, v) =

= o (u1,v) + @z (ug, v) + -+ - + apug, v). (2:2)



2.1 Definitioner och grundliggande satser 29

Med anvindning av (i) far vi ocksa
(u, B0) = B, 0), 23

(u, Brv1 + Povg + - -+ + Bnm) = Bi{u, v1) + Bou, va) + - -+ + B (u, vy), (2.4)

och genom en kombination av (2.2) och (2.4)

m k m k m
< Z Uy, Z Byv]> = Z ai<uz’a Z 5]”]> = Z Q; Z 6](7%7 U]> -

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

. (2.5)
= ZZO@@(%%)
i=1 j=1
Ur (i) och (ii) med oo = 0 fas

(0,v) = (v,0) =0 forallaveV. (2.6)

I fortséttningen av kapitel 2 betecknar V' ett reellt linjirt rum forsett med en skaldrprodukt.
I R” anvénder vi alltid standardskaldrprodukten om inget annat ségs.

I analogi med vad som géller fér geometriska vektorer kan vi inféra begreppen lingd och
vinkel med hjilp av skaldrprodukt.

Definition 2.2. Med lingden eller normen av vektorn u € V' menas

Jull = v/ (u, w). (2.7)

Observera att detta dr vildefinierat p.g.a. (iv). Med avstandet mellan u och v menas ||u—v||.

Ur (2.7) och (2.5) far vi
lu+ 0] = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,),

dvs.
Ju+ol* = [Jul]* + 2(u, v) + [[v]|*. (2.8)

Vidare foljer av (2.7), (ii) och (2.3) att

lav]| = laf[[o]]. (2.9)

Definitionen av vinkel hinger pa foljande viktiga olikhet.

Sats 2.1 (Cauchy-Schwarz’ olikhet).
[(u, v)| < ||u|l||v]]  for alla u,v € V. (2.10)

Likhet gdller om och endast om u och v dr linjdrt beroende.
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2.2 Ortogonalitet. Ortogonalprojektion

Fallet 0 = 7 i formel (2.12) &r av sérskilt intresse.
Definition 2.4.
(a) Tva vektorer w och v i V' dr ortogonala om (u,v) = 0. En méngd av vektorer
kallas en ortogonalmdngd, om vektorerna i méngden &r parvis ortogonala.
(b) En vektor u € V kallas normerad om |ju|| = 1.
(c) En méngd av vektorer kallas en ortonormerad méngd, eller en ON-mdingd, om den
ar en ortogonalméngd, vars samtliga vektorer &r normerade.
(d) En ortogonalméngd, som ir en bas for ett linjirt rum, kallas en ortogonalbas. Om
basen dr en ON-méngd, kallas den en ON-bas.

Lemma 2.1. En ON-mdngd eq, ..., e, dr linjirt oberoende. Om ey, ..., e, dr en ON-bas
for V', sa gdller att varje vektor u € V' kan skrivas

u = (u,e;ye; + (u,ex)es + - - - + (u, e,)ep,. (2.14)
Bevis. Antag att en vektor u &r en linjirkombination av ey, ..., e,, sa att
u = )\161 + )\262 + -+ )\nen (215)

for vissa tal A1, ..., A,. Multiplicera (2.15) skaldrt med e;, 1 < j <mn, sa fas
(u, 6j> = Z )\i<6i, 6j> = )\j.
i=1

Om vi véljer v = 01 (2.15), sa far vi \; = (0,¢;) = 0 for alla j, dvs. ey, ..., e, dr linjirt
oberoende. Om ey, ..., e, & en ON-bas for V', sa kan varje u € V skrivas pa formen (2.15),
och vi far \; = (u, e;) for alla j, dvs. vi har visat (2.14). H

Sats 2.3. Lat V wvara dndligdimensionellt. Da har V' en ON-bas.

Bevis. Beviset bestar av en beskrivning av en metod, Gram-Schmidts ortogonaliserings-
metod, som ocksa ar anvindbar for konkreta rikningar.

Antag dim V' = n och antag att vy,...,v, ar en bas for V. Sitt | = v; och ansétt
ey = ag e} + vs. (2.16)
Bestdm aw sa att €, och €] blir ortogonala. Multiplicera alltsa (2.16) skalért med é!:
0= (eh, €)) = aai (e}, €)) + (va, €)) = aule}]]” + (va, €)).

Da ||e}]| = ||v1]| # 0, maste
_<'U27611>
€1]]2

Qg1 =
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Av (2.16) framgar att e}, # 0 (annars vore v; och vy linjirt beroende) och &ven att
e}, ey genererar samma underrum som vy, vy. Vi fortsitter pa samma sitt. Antag att

ely...,e; (1 < k < mn—1) har konstruerats sa att e},..., e, ar parvis ortogonala och
sa att ef,..., e} genererar samma underrum som vy, ..., vx. Ansétt
Chi1 = Qpy1.1€] + -+ Qi1 p€) + U (2.17)
k41 = Qk41,1€1 k+1k€f T Vky1- :
Talen oi11,. .., ki1, skall viljas sa att ej ., blir ortogonal mot e, ..., ej,. Multiplicera
(2.17) skaldrt med e} for j = 1,...,k, sa fas, eftersom (e}, e) = 0 for i # j,
ot o 12 /
0= <ek+1a€j> = ak+1,j||€j|| + <Uk+la€j>a
!/
<vk—|—17 €]> -
Qpt1,j = _7”6' TERE j=1,...,k.
J
Formel (2.17) tillsammans med férutsdttningarna om e}, ..., e visar att e/,..., €}, gene-
. . . )
rerar samma underrum som vy, ..., v (speciellt &r e}, # 0). Processen fortséttes tills
el,... e, har konstruerats. Sammanfattningsvis far vi alltsa
!/
€, = V1,
eh = vy — <U2761> !
2 12 1
el
!/ !
6’ — 0 — <Un, 61>€/ .. <UTL7 6n71>e/
n — Yn 112 1 [} 2 “n—1»
el el

och dessa vektorer utgor en ortogonalbas for V. Satt slutligen

el ,
e = 1=1,...,n.

el
||@i

Da blir e1,...,e, en ON-bas for V. H

Sats 2.4 (”Pythagoras’ sats”). (a) Om u och v dr ortogonala, sa dar
[+ ol|* = Jlull* + [l
(b) Om {uy,us,...,u,} dr en ortogonalmdingd i V', sa dr

lun + o+l = [ 4 uol® + -+ [l

Bevis. (a) foljer ur (2.8), ty (u,v) = 0.
(b) Enligt formel (2.5) &r

n n n n

n
||U1 +ug A+ - +un||2 = <Zulazuj> = Zz<ulau3> = Z ||u2||27
=1 =1

j=1 i=1 j=1

ty (u,u;) =0dai#j;. W
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3 Linjira avbildningar

3.1 Definitioner och exempel

Definition 3.1. Lat U och V vara reella linjira rum. En avbildning (funktion) fran U till
V kallas linjdr, om

F(u+wv) = F(u)+ F(v) forallau,veU

och
F(au) = aF(u) forallaaeR, ueUl,

eller ekvivalent,
F(au+ fv) = aF (u) + fF(v) forallaa, € R, u,veU. (3.1)

Om U =V sdger man att F' dr en linjar avbildning pa V.

Genom upprepad anvindning av (3.1) (induktion) finner man att
k k
i=1 i=1

for godtyckliga a; € R, u; € U, k > 1. Vidare ger a = 0 i definitionen att F(0) = 0.

Exempel 3.1. U =V = ett plan med en ON-bas ey, €5, F(x) = spegling i z-axeln.

X+y

X2

ox

X1

F(ox)=0F(x)

F(x+y)=F(x)+F(y)

Linjariteten illustreras i figuren. W

Exempel 3.2. U = V = ett plan med en ON-bas e, e,, F(x) = rotation av vektorn x
vinkeln 6 i positiv led. Aven hér framgar linjariteten av figuren.
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F(ox)=oF(x)

F(x+y)=F(X)+F(y) _\

ox

X

Exempel 3.3. U =R", V = R",
F(x)=Ax, x€eR",
ddr A dr en m x m-matris. Linjariteten foljer direkt av reglerna for matrismultiplikation:
Flax + fy) = Alax + By) = aAx + Ay = aF(x) + SF (y). |

Exempel 3.4. (a) U = C'[0,1] = miingden av alla kontinuerligt deriverbara funktioner
pa [0,1], V= C[0,1],
F(fy=Df=f".

Har foljer linjariteten av réknereglerna for derivata:
F(af + Bg) = D(af + Bg) = af + By = aF (f) + BF(g).
(b) Lat P(t) = t" 4+ ap_1t" ' + -+ + a1t + ag vara ett polynom. Da ir
F(fy=PD)f =(D"+an1D" '+ -+ a1D+ap)f
= f" + an fO ot anf + aof

en linjir avbildning fran U = C™(—o00,00) = mingden av alla n ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner pa (—oo,00) till V= C(—o0, 00). Detta visas som i (a). W

Exempel 3.5. (a) U =V = Cla,b]. For f € Cla,b] definieras F;(f) = g1 och Fy(f) = g2,
dér funktionerna g; och g9 i Cla, b] ges av

T b
ale) = [ fOdt, galo) = [ @ tP 1@ € o]
Den enkla verifikationen att F} och F), &r linjara ldmnas som Ovning at ldsaren. En avbild-

ning som (likt dessa och avbildningarna i Exempel 3.4) avbildar en funktion pa en funktion
brukar kallas en operator.

() U=Clab, V=R F(f)= / f(w)da.

En avbildning som (likt denna) avbildar en funktion pa ett tal brukar kallas en funktional.



