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Heltalsaritmetik del 1: Euklides algoritm och moduldr aritmetik

"Onyttig talteori som kom till nytta efter 400 ar".

Vi talar bara om heltal idag.

Definition

Man siger att a delar b och skriver
alb

om det finns ett heltal n sidant att

b = na.

Obs att a|0 for alla a (ta n = 0).
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Heltalsaritmetik del 1: Euklides algoritm och moduldr aritmetik

Sats 1: a|b och a|c om och endast om a|mb + nc for alla m och n.

Bevis:

<: Tag m=0,n=1 respektive m=1,n=0.

= Att a|b och a|c betyder att det finns heltal p och g s&dana att
b = pa och ¢ = ga. Detta ger mb + nc = (mp + nq)a.

Sats 2: Om a|b och a,b > 0, géller att a < b.

Sats 3: Om a|b och b|a géller antingen a = b eller a = —b.
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Definition

Den stérsta gemensamma delaren till a och b ges av

sgd(a, b) = max{d : d|a och d|b}.

Exempel: sgd(39,63) = 3.

Det ar uppenbart att sgd(a,0) = a for alla a.

Definition

Om sgd(a, b) = 1 kallas a och b relativt prima.
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Sats 4: sgd(a, b) = sgd(a + nb, b) for alla n.

Bevis: L&t d = sgd(a, b) och d' = sgd(a+ nb, b). Eftersom d|a
och d|b géller d|a+ nb enligt Sats 1. Allts& delar d bade b och
a-+nb,sdd<d.

A andra sidan medfor d’|a + nb och d’|b att d’|(a + nb) — nb, dvs
d'|a. Alltsd d' < d.

Divisionsalgoritmen: for varje par a, b av positiva heltal finns
heltal g och r sddana att 0 < r < b—1 och

a=gqgb+r.

Detta ar heltalsdivision. Man kallar g for kvoten och b for resten
vid heltalsdivision av a med b.
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Euklides algoritm:

a=qib+n, 0<n<b-1
b=gn+mn 0<nn-—1
n=qn+mn 0<n<n-1

m—2=(Gqnm-1+rm 0<rn<r_1-1

n—1 = qn+1tn-
D3 &r r, = sgd(a, b), ty
sgd(a, b) = sgd(a — q1b, b) = sgd(r1, b) = sgd(r1, r2)

cee = Sgd(rn—h rn) - Sgd(rn,o) — rn.

Johan Jonasson Heltalsaritmetik del 1: Euklides algoritm och modulér aritme
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Euklides algoritm ar mycket effektiv, kraver hogst log, b steg. Man
kan ocksa "kora den baklanges” och f& Euklides utékade algoritm,
dar man finner tva heltal v och v s att au + bv = sgd(a, b).
[llustreras bast med ett exempel:

Exempel: a = 876, b = 204

876 =4-204 + 60
204 =3-60 + 24
60=2.24412
24 =2.12.

Alltsd ar sgd(876,204) = 12. Baklanges

12=60—2-24 =60 —2(204 —3-60) =7-60 — 2-204
=7(876 —4-204) —2-204 =7-876 — 30 - 204.

Vi kan alltsd skriva 12 = 876u + 204v med v = 7 och v = —30.
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Heltalsaritmetik del 1: Euklides algoritm och moduldr aritmetik

Primtal

Om p > 2 och de enda delarna till p dr 1 och p, sa kallas p for ett
primtal.

Aritmetikens fundamentalsats: For alla heltal a > 2 géller att a
kan skrivas som en produkt av primtal. Detta kan géras p§ endast
ett satt, bortsett frén ordningen pé faktorerna.

Bevis av existens: P3stdendet ar sant for a = 2. Tag ett a > 2 och
antag att alla b=2,3,...,a— 1 kan skrivas som produkter av
primtal. Nu dr a antingen ett primtal, i vilket fall a &r sin egen
produkt av primtal, eller s& kan man skriva a = a;a, for tva tal

2 < a1, ap < a/2. Enligt antagande kan bida dessa skrivas som
produkter av primtal, vilket d3 galler dven a. Nu fdljer p&stdendet
av induktionsprincipen.
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Sats 5: Om a och b ar relativt prima och a|bc géller att a|c.

Bevis: Enligt EUA kan man finna u och v s att au + bv = 1, vilket
medfdr acu + bev = c.

Att alacu ar sjilvklart och att a|bev foljer av att a|bc. Darfor galler
att alacu + bcv, dvs alc.

Sats 6: Om p ar ett primtal och p|ab s§ maste p|a aller p|b.

Bevis: Om p inte delar a giller sgd(a, p) = 1, s& p|b enligt Sats 5.

Sats 7: Om p ar ett primtal och p|ajay - - - ax géller att p|a; for
minst ett i.
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Sats 8: Om p éar ett primtal, g1, qo, . .., qx ar primtal och
plgi1qz - - - qk, galler att p = q; fér minst ett i.

Bevis av entydighet i AFS: Skriv a som tva olika primtalsprodukter:

a=pip2---Pm=4diq2---qn

med m < n.
Da galler att p1|q1g2 - - - gn, S8 p1 = g; for nagot j. Eftersom vi inte
bryr oss om ordningen p& primtalsfaktorerna kan vi anta att j = 1.
Forkorta och f§

P2P3 - Pm = G243~ - - G-

Enligt exakt samma resonemang kan vi forkorta bort p, g och
sedan pz, g3 etc, tills vi f&r

1 =dgm+1dm+2- " Gn-
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Eftersom alla primtal & > 2, m3ste produkten till héger vara tom.

Modular aritmetik

+4h
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Definition

Man siger att a dr kongruent med b modulo n, skrivet

a=b modn

om nla — b.

Notera att a= b mod n ar en ekvivalensrelation, ty a = a,
a=b=b=a ocha=bb=c= a=c. Skriv

[K|=[klo={j:j=k mod n}

for ekvivalensklassen som innehéller k.

Definition

Heltalen modulo n ges av Z, = {[0], [1],...,[n — 1]}.

Z, kallas ocks3 for den cykliska gruppen av ordning n.
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Exempel: Med n =7 farvi Zz = {[0], [1], ..., [6]} och
[5] =1.. —2,5,12,19,...}, “mingden av alla klockslag som
ar samma som 5 pa en SJutlmmarshocka”.
Rakning i Z,, gér man som vanligt, men slanger bort multipler av n:
e [a] + [b] = [a+ b],
o [a][b] = [ab].

Sats 9: Om a = c och b = d modulo n géller att
@at+b=c+d modn

@ ab=cd mod n.
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Bevis: Vi gor bara andra delen. Per definition finns heltal s och ¢t s&
att ¢ — a = sn och d — b = tn. Detta ger

cd—ab = cd—ad+ad—ab = d(c—a)+a(d—b) = dsn+atn = (ds+at)n.

| utrdkningar kan man nir som helst slanga bort dverfédiga
multipler av n. Det kan underldtta mycket eller t.o.m. vara
nddvandigt.

Exempel. Vad ar [2]*120 i Z13? Alternativ 1:

[2]120 = [2*120] = [ett tal med ca 1300 siffror] = [7].

Alternativ 2: Notera forst att [2]*2 = [16]3 = [3]® = [1]. Allts3

[2]4120 [2]2 12344.12247.1244 _ [2]4 [3].
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For vilka element [b] € Z, finns det invers, dvs ett element [c]
sddant att [b][c] = [1]? For detta krdvs att bc =1 mod n, dvs
bc + nk =1 for négot heltal k. Fér sgd(b,n) =1 finns en Isning
enligt EUA. Fér sgd(b,n) = d > 1 4r bc + nk delbart med d for
alla k, s& ingen l6sning finns. Alltsa:

[b]~! existerar i Z, om och endast om sgd(b, n) = 1.

Man finner [b]~! med EUA.
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Exempel. Finns [8] 71 i Z19? Ja, ty sgd(8,19) = 1. EA ger

19=2-8+43
8=2.-3+42
3=1-2+1

Baklanges ger

1=3-2=3-(8-2-3)=3-3-8=3(19-2-8)-8=3-19-7-8.

Detta ger [8] ! = [-7] = [12].
Kontroll [8][12] = [96] = [5- 19 + 1] = [1].
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