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Markovkedjor och kortblandningar

Markovkedja: En glomsk groda som hoppar mellan nickrosblad.

En stokastisk process
Xo, X1, Xz, ...

dar X; ar tillstdndet (ndckrosbladet) vid tidpunkt t. Det géller att
X € S, dar S &r mangden av mgjliga tillstdnd (mangden av
nickrosblad). Vi antar hér att S &r andlig.

Sannolikheten att hoppa till ett visst tillstand beror bara p& var
man dr nu och inte hur man kom dit (grodan &r glomsk). Formellt
definieras denna egenskap, den s.k. Markovegenskapen, som att

P(Xiy1 = s|Xe = 56, Xe—1 = st-1,..., Xo = 50) = P(Xe1 = s|X; = st),

for alla t, s, s, ..., s0. Om man inte sdger annat s& brukar man
anta att Markovkedjan &r tidshomogen, dvs
P(Xit1 =5'|Xe =s) =P(Xy =5'|Xo = s) for alla t, s, s
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Exempel.

Antag att Xp valjs slumpmaissigt s att P(Xo = s) = po(s),

s € {A, B, C}. Da géller att

= A) = 0.3pp(A) + 0.2pg(B) + 0.2pg(C)
p1(B) = P(X1 = B) = 0.6po(A) + 0.5p0(B) + 0.4po(C)
p1(C) =P(X1 = C) = 0.1po(A) + 0.3po(B) + 0.4po(C).

A
=
I
=
B
|
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Kan vi bestimma po(s):en sd att pi(s) = po(s) for s € {A, B, C}?
Javisst, byt bara ut pi(s) mot po(s) i ekvationssystemet och [6s.
Man far da

po(A) ~ 0.222, po(B) ~ 0.494, py(C) ~ 0.284.

Om man viljer pg(s) enligt de siffrorna kommer det att gilla att
pt(s) = po(s) for alla t och s (tack vare tidshomogenitet).
Om man inte véljer po(s) s&, sa galler anda att P(X; = s)
konvergerar mot dessa tal (dvs 0.222, 0.494 respektive 0.284). Man
brukar skriva

7(s) = lim pe(s) = lim P(X; =s).

t—0o0 t—00
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Generellt: Antag att S innehéller n element och kalla dessa
1,2...,n. Skriv

Pt = [Pt(1)7 pt(2)a o 7pt(n)]-
Lat P = [p;], dar
D& giller
Pt+1 = peP.

Férutom i speciella fall géller att det finns en vektor
m = [m(1),...,m(n)] s&dan att

lim P(X; =s) = n(s
lim B(X = 5) = m(s),
for alla s, oavsett hur man startar. Vektorn 7 ges d& av
motsvarigheten till ekvationssystemet ovan:

TP = .
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Kortblandningar: En kortlek med n kort blandas. S = méangden av
alla n! permutationer av de n korten. Uppenbarligen en
Markovkedja; ordningen efter nasta steg i blandningen beror bara
av hur korten ligger nu.

Om omordningen som sker av kortleken i ett blandningssteg inte
beror av hur korten ligger nu, s& f&r man alltid

Om omordningen inneh&ller ndgon slump (dvs inte
varannankortsblandning eller n&got liknande) géller dessutom

lim P(X; = s) = n(s).

t—o00
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En kortlek &r vilblandad nir P(X; = s) =~ m(s) for (ndstan) alla s.
Vad betyder det?

Definition

Totalvariansavstdndet mellan fordelningen for X; och 7 ges av

d(X, 7) = max [B(X; € U) — m(U)| = 5 3 [B(X, = 5) — (s)]
seS

d(X¢, m) < 1 och d(Xo, ) ar valdigt ndra 1 om Xy ar en fix
startordning. Man brukar bestimma ett € > 0 och vara ndjd nar t
ar s8 stort att d(Xe, 7) < e.

Hur stort t som behdvs brukar man uttrycka i termer av n, dvs hur
manga kort som finns i leken. Oftast vill man ha en dvre skattning
pé hur stort t behdver vara.
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Koppling: L&t Yo, Y1,... vara en annan kortlek som blandas p3
samma satt som X-leken, med skillnaden att den ar stationar redan
frén borjan: P(Yy = s) = 1/n! for alla s. Konstruera ett beroende
mellan blandningarna fér X-leken och Y-leken. Beroendet méste
vara sdant att lekarna var for sig uppfyller den blandningsteknik
som vi vill studera. Vi kraver ocksd att X; = Y; = Xy = Yy for
alla t' > ¢.

Lat 7 = min{t : X; = Y;}. Da gller
d(Xt,T(') = d(Xt, Yt) = mﬁx ’P(Xt S U) — ]P)(Yt € U)‘
m(;jax]IP’(Xt cUt<t)-P(Yee U1<1t)

P(X; e U,7 > t)—P(Yr € U,m > t)]
P(7 > t).

IN +
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Random-to-top shuffle: Ett steg i blandningen bestér av att ta ett
kort pd mafd och lagga det p& toppen av leken.
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Koppling: Valj nu hela tiden samma kort i X-leken och i Y-leken
(dvs om man viljer ruter knekt i den ena s8 tar man ruter knekt i
den andra ocksd). Denna koppling uppfyller kraven.

Observera att s§ fort ruter knekt blivit vald hamnar den p& samma
position i de bada lekarna och kommer att forbli det (dven om den
ror sig). Darfor galler

T < To—l— Ti+...4+ Tho1
dir T; = tiden fran det att / olika kort valts tills / 4 1 olika kort har

valts.

Na&r vi vantar pd T; har vi chansen (n — i)/n vid varje
blandningssteg att ta ett kort som inte tagits forut. Darfor borde T;
i genomsnitt bli n/(n — 7).
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Allts3
n—1 n 1
T:~n — =~ nlinn.
2 T
i=0 i=1

Man kan visa att for § > 0 galler

lim P((1 —d)ninn<7 < (1+3d)nlnn)=1.

n—o0

Detta 4r samma som idolbildsproblemet. Man far képa ninn
idolbilder innan man fatt alla.
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The Riffle shuffle:

OR PR PR O R OR RO
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Man kan visa att om man kor en blandning "baklanges”, s3 gér det
precis lika fort att blanda.

| det har fallet betyder det att dra isar korten, s3 att varje kort gar
uppat med sannolikhet 1/2 och ned&t med sannolikhet 1/2
oberoende av andra kort.

For att modellera detta, ge varje kort méarkning 0 m.s. 1/2 och
markning 1 m.s. 1/2. Dra sedan ut korten med markning 0 och lagg
dem ovanpd korten med mirkning 1 utan att dndra deras inbdrdes
ordning.
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Varje kort far pa det har sittet en markning, 0 eller 1, i varje
blandningssteg. Vid varje tidpunkt giller att

o Kort som har 0 som sista markning ligger éver kort med 1 som
sista markning.

@ For kort som har samma sista markning géller att kort som har
0 som ni3st sista markning ligger dver kort som 1 som néast
sista markning.

@ For kort som har samma maérkning de tva sista stegen giller

att kort med 0 som tredje sista markning ligger ver kort som
har 1 som tredje sista markning, ...

Detta betyder att nar alla kort har en unik féljd av markningar, kan
vi ldsa av ordningen p& kortleken utan att ha n&gon information om
hur de &g fran borjan.
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Koppling: Vid varje blandningssteg, 1t varje kort f&r samma
markning i Y-leken som det far i X-leken. Nar alla kort har sin unika
markning kommer X-leken och Y-leken ligga i samma ordning.

Om man fixerar ett par (t.ex. ruter knekt och spader 10) av kort, s&
ar sannolikheten att de har samma markningsfoljd efter t
blandningssteg 27 ¢. Det finns n(n — 1)/2 par av kort, s&
sannolikheten att det finns tvd par som har samma markningsfold
efter t steg ar hogst
n(n—1)1
2 ot
Detta uttryck gr mot 0 d& n — oo om t = (2 + §) log, n. Alltsa
d(Xe,m) <P(r >t)—0

dd n— ocoomt = (2+0)log,n.

Bayer och Diaconis (1992) visade att i sjdlva verket racker
(3/2) log, n steg.
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