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Urvalsaxiomet och nédgra av dess konsekvenser

Matematiken r uppbyggd kring logiska slutledningsregler och
axiom. Exempel p& axiom ar Guiseppe Peanos axiom om de postiva
heltalen (1889):

@ Det finns ett minsta tal 1.
e Till varje tal x finns en efterféljare s(x).

e For alla x géller att s(x) # 1.

Om s(x) = s(y) galler att x = y.

@ Om 1 € M och det for alla x € M giller att s(x) € M,
innehaller M alla tal (induktionsaxiomet)

Produktmangder:
e AxB={(a,b):ac A bec B},
o [[2 A ={(a1,a2,...): Vi:a € A},
o [[ic/Ai={(ai)iecs : Vi:a; € Ai}.
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Urvalsaxiomet: Om A; # () for alla i galler att [];., Ai # 0.

Verkar ju ganska sjalvklart, eftersom om A; = {a;} for alla i s& blir
juITl;e; A = {(ai)ier} och UA borde ju inte spricka for att
mangderna blir storre?

UA ar mycket viktig inom analysen. Exempelvis Hahn-Banachs sats
om att en linjar funktional p3 ett delrum till ett vektorrum kan
utvidgas till hela rummet, kraver UA.

A andra sidan 3r UA inte konstruktivt; det finns ingen metod att
vélja ett element i [];, Ai.
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UA och hattar: Ett oandligt antal personer f&r varsin hatt pé sig.
Hatten vit eller svart (0 eller 1) vald pd mafa. Ingen kan se fargen

pa sin egen hatt. Ingen fé&r tala om fér n&gon annan vad denne har
for farg pé sin hatt. De deltagande stéller sig p3 en (oandligt l&ng)
rad. Alla kan se fargerna pa hattarna p3 alla som stér framfor dem.

Det finns en strategi som gor att alla utom dndligt manga gissar
ratt om sin egen farg!

Fargerna p& hattarna bildar en féljd av nollor och ettor

x = (x1,%2,...), t.ex. 0010011110101001.....

Kalla tva foljder ekvivalenta, x ~ y om x; = y; for alla utom hogst
andligt ménga i. Detta ger en gruppering av mangden av alla
foljder (grupperna kallas ekvivalensklasser).

(Relationen ~ kallas en ekvivalensrelation eftersom den uppfyller (i)
xr~ox, (i) x~y=yr~x, (i) x~y, y~z=x~2z)
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For varje ekvivalensklass K, vilj en representant xX € K. Det ar
har som UA kommer in; det krdvs foér att kunna gora det har valet.

Observation: alla kan se vilken ekvivalensklass K som den sanna
foljden xO tillhor.

. o o . .. . K
Strategi: Den som star pa position / gissar att hen har farg x;".

Eftersom XI-K = x? for alla utom dndligt manga i ar saken klar.

Johan Jonasson iomet och n, av dess konsekvenser



Urvalsaxiomet och nédgra av dess konsekvenser

UA och matbarhet. L3t C vara cirkeln av omkrets 1; C = R
mod 1. Dvs, C &r [0,1) med addition “definerad” via att lata x + y
vara x +y —1 om x + y > 1 (olika betydelser av plustecknet,
darfor “definera”).

For varje A C C vill vi definiera langden ¢(A). Det visar sig bli
problematiskt!

Fér x,y € C, sdg att x ~ y om x — y ar rationell.

Bilda en mangd A genom att vilja en representant fran varje
ekvivalensklass och |&ta A bestd av alla dessa representanter. Fér
alla g e @N0,1), skriv A; ={a+gq:ac A}
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Ag:na ar disjunkta: L&t r # q, r,q € QN [0, 1).
Antag att x € A, N Aq. D& finns y € Aoch z € Asé att
x=r+y=q+ z. Detta ger
y—z=q-—reqQ.
Alltsd y ~ z och d& kan ju inte bada ingd i A; motsdgelse.

Ag:na ticker hela C: Alla x € C ingér i nagon ekvivalensklass, dvs
det finns ett y € Asd att x ~ y. Alltsd x € A,_, och x —y € Q.
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Alla Aq &r bara rotationer av varandra och vi borde ha
U(Aq) = L(A,) foralla r,q € Q.

Samtidigt borde vi ha

qeQn[o,1)

Men hogersidan ar en uppraknelig summa och darfér antingen 0
eller co.

Vi méste sdga att Agina inte ar matbara.

Det blir varre:
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Banach-Tarski (1924): Enhetsbollen

B ={(x,y,z) € R3: x? + y2 + 22 < 1} kan delas upp i ett andligt
antal bitar som kan roteras och translateras s& att deras union efter
detta bildar vilken mangd som helst! (om den har ett icketomt inre).

Robinson (1947): Det racker med fem bitar (men inte med fyra)!
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Den vanligaste formen av UA som man ser i matematisk bevisforing
ar Zorns lemma.

En miangd M kallas partiellt ordnad om det finns en relation < som
uppfyller (i) och (iii), men dar det inte nédvandigtvis giller att alla
element x,y € M &r jamforbara, dvs vi kan ha att varken x <y
eller y < x giller.

Exempel: Lat U vara en mangd och M vara mangden av alla
delmangder till U. D3 kan vi I&ta < vara C. D3 blir < en partiell
ordning pd M.
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En delmingd T av en partiellt ordnad mangd M kallas for totalt
ordnad eller en kedja om det for alla x,y € T géller antingen x <y
eller y < x.

En delmingd T av M &dr begriansad om det finns ett element
y € M sddant att x < y forallax e T.

Ett element m € M kallas maximalt om det inte finns n&got
element x € M sadant att m < x.

Zorns lemma: En partiellt ordnad mangd dar varje kedja ar
begransad har minst ett maximalt element.

Zorns lemma ar ekvivalent med UA. Beviset att UA = ZL ar lite
l&ngt, s& hoppa girna over.

En miangd M kallas vidlordnad om den ar en kedja och det fér varje
() # A C M géller att A har ett minsta element, dvs ett element
b € A sadant att b < a for alla a € A. Man skriver b = min A.
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UA = ZL: Antag att UA men inte ZL galler. D& finns en partiellt
ordnad mangd P s&dan att varje kedja C C P ar begransad, men P
har inget maximalt element. Enligt UA kan man vilja ett element
fs ur varje S C P. Skriv xq for fp.

For varje B C S, definiera U(B) = {u ¢ B:Vx € B:u> x}. Om
C ar en kedja galler att U(C) # 0, ty:

Antingen finns ett m € C s&dant att m > x for alla x € C och isf
finns u > m eftersom P ej har ett ndgot maximalt element, eller sa
finns det inget s&dant m och d& finns u > x for alla x € C
(eftersom C har dvre begréansning) och d& automatiskt u > m. |
bada fallen har vi funnit u € U(C).

En kedja C' C C kallas for ett initialt segment till kedjan C om
xeCyel,x<y=xe(l.
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En kedja A C P kallas for ett forsék om A ar vilordnad, min A = xg
och for varje i.s. C C A géller min A\ C = fy(c). Observera att
forsok existerar ty {xp} ar ett forsok.

Antag att A och A’ ar tva forsok. D3 giller A’ C A eller vice versa,
ty om inte existerar z = min A\ A’ och z/ = min A"\ A. Eftersom
z # 7', méste z £ Z eller vice versa. Antag uiia att z/ £ z. L&t
C={x€ A:x <z} Perdefav z kan inte C skira A\ A, s&

C C A'. D3 géller att A\ C D A\ A’ utan att innehélla n&got
mindre element dn z, s z = min A\ C och darmed z = f¢).
Om C = A’ giller A” C A och saken ar klar, s§ antag att C C A'.
Om det skulle finnas x € C med x > Z’ skulle def av C innebara
att z/ < z, en motsigelse till vart antagande att 2/ £ z. Allts3,
eftersom A’ ir en kedja, x < Z/ for alla x € C. Detta gor C till ett
initialt segment av A, ty for alla x € C och y € A"\ A géller
y>z >xochforye A\ C giller x <z <y.
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Déarmed giller min A"\ C = fy(c)y € A’. Men
fuicy =z =min A\ A" ¢ A’, en motsigelse.

L&t B vara unionen av alla férsok. D& ar B uppenbarligen en kedja
och vilordnad, ty om C C B galler att C skar ndgot forsok A och
vi f&r min C = min C N A (det sistndmnda pga att vi kan bilda
mangden Cop = {min C N A : A forsok} vars min &r min for C).
Vidare giller om C ar ett i.s. till B géller att C skir ndgot forsok A
och CN A &r d3 ett i.s. till A och ddrmed

min A\ CNA=minA\ C = fy(c). Da far vi ocksa

min B\ C = fy(c). Sammantaget visar detta att B &r ett forsok.

Betrakta nu D = B U {fy(g)}. Eftersom fy(p) &r stdrre &n alla
andra element i D féljer att om C &r ett initialt segment till D s&
ar C antingen ett initialt segment till B eller C = B. | bada fallen
dr min D\ C = fy (), en motsdgelse. |

Johan Jonasson Urvalsaxiomet och ndgra av dess konsekvenser



Urvalsaxiomet och nédgra av dess konsekvenser

Mer om vilordningar: Vi repeterar:

En miangd M kallas vilordnad om den &r en kedja och det fér varje
() £ A C M giller att A har ett minsta element, dvs ett element
b € A sddant att b < a for alla a € A.

Observera att t.ex. R inte dr valordnad eftersom t.ex. ett oppet
intervall inte har ett minsta element.

Vilordningssatsen: Varje mangd M kan vilordnas, dvs man kan
inféra en ordningsrelation < p& M s&dan att M blir totalt ordnad
och varje icketom delmiangd far ett minsta element.

Aven VOS ir ekvivalent med UA.
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ZL = VOS: Lat A vara mingden som bestér av alla element av
typen (E,<g) ddr E C M och <g &r en vilordning p& E. (Notera
att A innehaller mycket. Exempelvis kan ju alla upprakneliga
delmangder valordnas genom att rdkna upp dem i godtycklig
ordning.)

Infor en partiell ordning p& A genom att siga att
(E,<g) <(F,<fp) om E C F, <g och <g dverensstammer p& E
och e <g fforallaf e F\EochallaecE.

Lat 7 = {(Ei,<g) : i € I} vara en kedja i A, |3t E = J; E; och

x <gyforx,y € E om x <g, y for ngot i. Da & <g en
vilordning p& E, och (E, <g) &r allts& en begransning till 7, ty om
B ar en icketom delmidngd av E giller for minst ett 7 att

BN E; # 0, s8 BN E; har ett minsta element, vilket ocks3 ar ett
minsta element for hela B.
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Enligt ZL finns ett maximalt element (A, <4). Om A # M finns ett
element x € M\ A. Definiera nu en ordning p& AU {x} genom att

ta a <pyupq x foralla a € A och <41, identisk med <4 vid
jamforelse mellan tva element i A. D& 4r AU {x} vilordnad och

(A, <a) < (AU {x}, <auqxy)- Darfor ar (A, <,) inte maximal, en

motsigelse.
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Det gér allts3 att vdlordna R genom att p3 ndgot sitt ordna om
talen. Detta &r dverraskande. Det betyder bland annat att det inte
existerar ndgra oandliga och strikt avtagande féljder enligt denna
ordning!

VOS = UA: Lat A;, i € | vara icketomma. Lat A = |J; A; och lat
< vara en valordning p& A. D& har varje A; ett minsta element a;
enligt denna valordning enl VOS. Men d3 giller att

(ai)icr € [T A-
icl

Darmed ar det visat att UA = ZL = VOS = UA.
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