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Sammanfattning Forelasning 17

e Sats Om F = (P, Q) &r ett vektorfilt p&d D © R?, dir D &r
enkelt ssmmanhangande och
oP  0Q
dy Ox
sa ar F konservativt pa D, dvs F = Vf for nagon funktion f.

(Tidigare, sag att ekvationen mdste vara uppfylld for att
skall vara konservativt, denna satsen sager att det rdcker)

Metod for att hitta potential f till konservativt vektorfalt

- fx=P (i)
F=(P,Q): Villlosa {fy —Q (id)

1. Tar forst en [6sning f, till (i), fo = J P dx. Allmanna

|6sningen till (7) ar da f(x, y) = fo(x, y) + g(y) (*).
2. Satter in I6sningen fran (*) i (ii) for att bestamma g:

CaH & (fO)y +9'(y) = gly)=J0 - (fO)y dy.

En kurva C ar styckvis glatt om den kan delas upp i glatta
kurvor Cy, ..., Cy,, dar C; slutar dar C; borjar.

Da definierar man C, C,
jfds= fds+--+ f ds

C Cq Cm
och

Cy
jF-dr=jF-dr+~-+j F -dr
C C C

1 m
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For integraler av vektorfalt langs C ser man C som en
orienterad kurva, dvs. den bestar av punkter och en riktning.

Man definierar kurvan —C som kurvan som bestar av
samma punkter men gar i motsatt riktning.

En enkel sluten kurva C (som bérjar och slutar i samma punkt
och inte korsar sig sjélv) begransar ett omrade D,
dvs. C ar randen till D.

C ar positivt orienterad om den gar moturs kring D
(D pa vanster sida om man foljer C i positiv riktning),
annars ar den negativt orienterad.

Notation C

C kurva, parametriseras avr(t) = (x(t),y(t)), a<t<b
F = (P, Q) vektorfalt

Da betecknar man
b
L Fdr= j F(r()) - /() dt = jc P(x(0), y(©)x'(©) + Q(x(©), y(©))y' (©) dt

ocksa med
J.Pdx+Qdy

(dvs dx = x'(t) dt och dy = y'(t) dt)
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Greens formel: Lat C vara en enkel sluten positivt orienterad
kurva som begransar omradet D. D3 ar

[pacroa= [[ (2-L)as

Anvandbart specialfall:

area(D) = f

C

1
—ydx=jxdy=—j—ydx+xdy
C 2 )¢

Exempel pa anvandningar av Green's formel:

a) Planimeter: verktyg som mater area av omraden

b) Bevisa satsen om konservativa vektorfalt pa enkelt
sammanhangande omraden (s. 1101)

c) Formel for area av polygon (nedan)

Exempel En polygon ar ett omrade i planet som begransas
av ett antal rata linjer som inte skar varandra.

Om polygonen har hérn i (%m ¥m)

(xl'Y1)' coor (Xmy Ym)» (x1,1) ( )
uppraknade moturs, sa ger ) Xm-1, Ym-1
formeln 4 = 3. -y dx + x dy att
polygonens area ar (x2,75)

5 ((x1y2 — X2y1) + (23 — x3Y2) + -+ (Xm—1Ym — XmYm-1) + (XmY1 — X1Ym ))
(se 6vning 16.4.21)
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Classtime
Vad parametriserar r(¢, #) = (sin ¢ cos 6, sin ¢ sinf, cos ¢),0 < ¢ < 7,0 < 6 < 27 for en yta?
Vad parametriserar r(z,0) = (zcos @, zsinf, z),0 < z < 1,0 < 0 < 27 fér en yta?

Vad parametriserarr(z,0) = (cos 6,sinf, 2),0 < 2 < 1,0 < 0 < 27 for en yta?

O En kon
O En sfar
O En cylinder

r(gb,@) = (sinqbcos@,singbsin@,cosq') )
0<¢p<m0<H6< 2m

Sfariska koordinater
(x,y,z) = (psing cosf,psingdsinf,p cos )
Sa r parametriserar omradet i sfariska koordinater:

p=1,0<5¢p<m0<0<2m
Blir en sfar (med centrum i origo och radie 1).

r(z,0) = (cos0,sind, z),

0<2z<1,0<6<2m <N
ol J ke
Ar en rotationsyta med radienr = 1. | 7 x
Fas alltsa genomatttax =1,0<z<1 z
och rotera kring z-axeln. >/

Blir en cylinder.
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r(z,0) =(zcos@,zsinb, z),

0<z<1,0<6<2m 2/\l/zw
Ar en rotationsyta med radien r = z. l X
Fas alltsd genomatttax =2,0<2z<1 z
och rotera kring z-axeln. %
Blir en kon.

dx
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Pren_ay pacsrdciseade yto /b.¢

)rorm?j for aven av yfa S Jomm/ne%w’sm/f av IV/%V}, /“1\/]505/??

A ff 0, fo) =, (wv] | A
)

Harledning av formel for arean av parametriserad yta
Antar S yta parametriserad av r(u, v), (u,v) € D.

Tag (g, v9) € D och Au, Av > 0.

Lat Sy vara delen av S dar
(u,v) € [uo,uo + Au] X [vg, vy + AV].

r(ug, vo + Av) r(uy + Au, vy + Av)

So

r(uo, Vo)
r(ug + Au, vy)

Med hjalp av linearisering foljer att
r(ug + Au, vg) = r(ug, vy) + Aury,(ug, vg) osv.

Darfor ar Sy nara r(uo, vo) + Avry (o, vo)
parallellogrammet P enligt figur.

Bor da ha:
area(S,) = area(P), r (o, Vo)
och uppskattningen battre

och battre desto mindre Au och Av ar.

r(uo, 170) + Auru(uo, 170)
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Enligt egenskaper for kryssprodukt ar
area(P) — ‘(Au ru(uo, vo)) X (Av rv(uo, Vo))‘

= |ru(u0,v0) X rv(uo, v0)|AuAv

r(uo, UO) + Avr, (ug, vg)
Y

Alltsa blir

area(Sy) = |ru(u0,v0) X rv(uo,v0)|AuAv
och uppskattningen battre och battre
desto mindre Au och Av ar. F(tto:vo) (i, v0) + Aur, (g, 70)

Om man delar in den ursprungliga ytan S i delytor,
och anvander uppskattningen

area(Sy) = |ru(u0,v0) X rv(uo, v0)|AuAv

for varje delyta kan man

med hjalp av Riemannsummor harleda formeln

area(S) = r,(u,v) Xr,(u,v)| dA
D
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