LMAOQO17, Forelasning 23, 24/10

Repetition 2

Strategi for att visa att gransvarde existerar
Instéingningsregeln: Om

f(x.y) <g(xy) < h(x,y)
och

(x,yl)lgga,b)f(x' y) =L= (x.yl)l—r}ga,b) h(x, Y )

sa ar
lim x,y) =1L
(x,y)—(a,b) g( y)
Strategi for att visa att gransvarde inte existerar
Om limy ) (a,b) f(x, y) = L sa maste
limt_)to f(l'(t)) =L
for alla kurvor r(t) med r(to) = (a, b).

Om da far olika gransvarden, t.ex., langs olika rata linjer
genom (a, b) sa finns gransvardet inte.
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Kontinuitet
f(x,y) kontinuerlig i (a, b) om

lim  f(x,y) =f(ab)

(x,y) —»(a,b)

Exempel pa 6vningen idag
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Lokala extremvarden

Om f(x, y) har lokalt max/mini (a, b) sa ar
(a, b) en kritisk punkt, dvs

fx(a,b) = Orfy(a: b) =0

Modelfall:
x% + y? lokalt min i (0,0)
—x? —y? lokalt max i (0,0)

—x2 + y?, x? — y? sadelpunkti (0,0), dvs kritisk punkt
men varken lokalt max eller min

Andraderivatatestet:
(a, b) en kritisk punkt till f(x,y)

xx(a, b xy(a, b
(@, D) fy(a ) =fxx(a»b)fyy(a;b)_fxy(a:b)z

D@b)=1¢ (ab) fyy(ab)

D >0: a)f.(a b) > 0= lokalt min
b) fix(a, b) < 0 = lokalt max
D <0: sadelpunkt

Hur komma ihag? Jamfor med modellfallen
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Globala extremvarden

Om f(x, y) kontinuerlig pa sluten begransad mangd D
sa har f globalt max och min pa D.

Om f deriverbar kan de bestammas genom att jamfora
vardena i:
1) Kritiska punkter inuti D
2) Punkter pa randen till D. Kan preciseras om parametriserar
randen med kurvor:
a. Kritiska punkter langs randkurvorna
b. "Horn", dvs andpunkter till randkurvorna.
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Optimering med bivillkor - Metoden med
Lagrangemultiplikatorer:
For att hitta extremvarden till f(x, y) under bivillkoret att

g(x,y) = k (om extremvdirden finns och Vg (x, y) + 0 pa
gx,y) = k)

Vf(x,y) = Vg(x,y) .

1) Hitta alla I6sningar (x, y) till
g(x, y) =k

nagon konstant A.
2) Berakna f(x,y) for alla I6sningar fran 1). Det storsta vardet
ger maximum och det minsta minimum.

Exempel pa 6vningen idag.
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Kurvor i rummet
Kurva C parametriserad av r(t) = (x(t), y(t), z(t)),
a<t<h

Tangentvektor r'(t) = (x'(t),y'(t), z'(t))
ger riktningsvektor for tangentlinjen genom r(t):
L(s) =r(t) + sr'(t)

r(b)
Ldngd f:lr’(t)l dt
Kurvintegral av funktion f: ,
[.fds= ["F(r®)Ir'@©lde r(t)

(dS = |I"(t) |dt) r(a) tangentlinje

Exempel pa 6vningen idag.
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Dubbelintegraler

f (x, y) > 0:
I, f(x,y) dA = volymen av omrddet under grafen z = f (x, y)

Kan beraknas med upprepad integral t.ex. om
D={(xy)eR?|a<x<bhclx)<y<d(x)}ér

ﬂf(x,y)d/l: J j f(x,y)dydx
D a Jc(x)
och motsvarande om granser i x beror pa y.

Polidra koordinater (x,y)
(x,¥) = (rcos 6,rsin 6)

Integration over "poldr rektangel” D:
a<r<bha<0<§p 6

dA = rdf dr =r dr df:

b B
ﬂ f(x,y)dAzf jf(rcos@,rsin@)rd@dr
D a ‘o

(eller i andra ordningen med integration i 6 ytterst)
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