Inledande diskret matematik, Ht 2019
Extra material i talteori (Kapitel 5)

Kinesiska restsatsen

P& foreldsningarna och i boken har vi sett hur man I6ser ett kongruenssystem
av typen

z=b modn

{:cza mod m (1)

da m och n &r relativt prima. Kinesiska restsatsen sdger i detta fall att det finns
en unik 16sning modulo mn och den ges av

x = bum + avn mod mn (2)

dar u och v ar heltal sddana att um 4+ vn = 1 (och som vi kan fa fram genom
Euklides algoritm "bakldnges”). Beviset ar enkelt: om vi ersitter um med 1 —wvn
eller vn med 1 —um i (2) s& ser vi att x uppfyller bada kongruenserna i (1). For
att fa alla I6sningar som tal och inte bara som en kongruensklass modulo mn,
méaste vi sedan lagga till kmn dar k ar ett godtyckligt heltal (alltsa ett heltal
vilket som helst),

x = bum + avn + kmn. (3)

Daremot har det inte varit lika klart hur man l16ser ett kongruenssystem med fler
an tva kongruenser. I boken finns tva metoder, dér man i bada fallen borjar med
att 16sa ett delsystem bestédende av bara tva av de ursprungliga kongruenserna,
men bada metoderna &r ganska krangliga. Det finns dock en version av den
kinesiska restsatsen som fungerar dven for tre eller flera kongruenser, och som
inte dr mycket krangligare &n den for tva kongruenser.

Det ursprungliga problemet, som formulerades av den kinesiske forfattaren Sun-
Tsu redan fér omkring tvatusen ar sedan och som har gett upphov till namnet
“kinesiska restsatsen”, gillde faktiskt ett system med tre kongruenser: Det finns
ett obekant tal som vid division med 3 ger resten 2, med 5 resten 8 och med 7
resten 2. Vilket dr talet? Vi aterkommer till 16sningen. Forst formulerar vi den
allménna versionen av den kinesiska restsatsen, med N kongruenser.

Sats. (Kinesiska restsatsen) Antag att talen mi, ma, ..., my dr parvis
relativt prima. Da har kongruenssystemet

T =a; mod my

T = as mod ms

z =ay mod my



en entydig l6sning modulo m = myms - - - mpy.
Bevis: For varje ¢ = 1,2,..., N, sitt

m

J#i
Produkten gar alltsa fran j = 1 till j = N, men vi hoppar 6ver j = i, eftersom
vi dividerar bort m; fran m = myms ---my. (Speciellt M1 = mamg - --my och
My = mymg---mpy—1.) Da ar talen M; och m; relativt prima for varje i, och
det finns heltal u; och v; sddana att

wu; M; +vim; = 1. (6)
S&tt nu
N
x :Zajuij = ayu1 M7 + aguoMs + - - - + anyunyMy. (7)
j=1
D& ar x = a;u;M; mod m; for alla ¢ = 1,2,..., N, eftersom faktorn m; finns

med i alla produkterna M; utom just den dér ¢ = j. Och om vi anvénder (6) sa
far vi

x = auiM; = a;(1 —vymy;) = a; — a;v;m; = a; mod m;. (8)

Alltsd &r x en losning, och den dr unik modulo m, for om 2’ vore en annan

16sning finge vi = 2’ mod m; for alla i = 1,2, ..., N. Eftersom talen mq, ms,
..., my &r parvis relativt prima méaste dd x = 2’ mod m. O
Vad innebér nu detta da N = 37 Jo, da sdger satsen att den unika (mod

mimems) losningen till kongruenssystemet

z =a; mod my
T = as mod mo (9)

az mod msg,
dér mq, mg, mg ar parvis relativt prima, har formen

x = ajur My + agua Mo + az M3
= ajuy(mams) + agua(mims) + agus(mimsz), (10)
dér uq, uo, ug kan bestimmas genom villkoren
u1(moms) +vimy =1,

uz(mims) + vomag = 1,

usz(mimsz) +vamg = 1 (11)



for nagra heltal vy, vy, v3 (som vi inte behéver anvinda explicit sedan). Man kan
ocksa uttrycka villkoren som

ui(mams) =1 mod myq,
uz(mims) =1 mod may,

uz(mimy) =1 mod ms. (12)

I det gamla kinesiska ursprungsproblemet hade vi kongruenssystemet

=2 mod3
x=3 mod 5 (13)
r=2 mod?7,
det vill séga
mi :3, M1 :m2m3:35,
mo =5, My = mimg = 21,
m3 =17, M3 = mimgy = 15, (14)
och vi far
2:35—-23-3=1,
1-21—-4-5=1,
1-15—-2.-7=1. (15)
Alltsa ar
r=2-2-354+3-1-214+2-1-15=233 (16)

en 16sning till problemet, och den minsta positiva l6sningen
233 — 2m = 233 — 210 = 23 (17)
dirm=3-5-T7.

I uppgift 5.25 i boken (som vi gick igenom pé en foreldsning) hade vi

x =7 mod 17
z=9 mod 13 (18)
x =3 mod 12,
det vill séga
mi = 17, Ml = mams3 = 156,
mo = 13, M2 = mims = 204,

mg = 12, M3 = mimg = 221. (19)



For att 16sa kongruenssystemet (18) behover vi hitta heltal uy, ug, ug som upp-
fyller

156w =1 mod 17,
204us =1 mod 13,

221uz =1 mod 12. (20)
Losningarna ar
up =6 mod 17,
uo =3 mod 13,
uz =5 mod 12. (21)
vilket ger 16sningen
r=7-6-156+9-3-204+3-5-221 mod 17-13-12 (22)

till (18). For att fa nadgot mindre tal och enklare rikningar kan man till exempel
i (21) byta ut ug =3 mod 13 mot ug = —10 mod 13. D4 far vi

r=7-6-156—-90-204+3-5-221
= —8493 =4 - 2652 — 8493 = 10608 — 8493 = 2115 mod 2652. (23)



