Inledande diskret matematik, Ht 2019
Extra material i kombinatorik (Kapitel 6)

1. Bollar i ldador

Sats. Antalet sdtt att placera k identiska bollar i n urskiljbara lador dr (”+£_1).
BEvis: Eftersom bollarna &r identiska &r det enda som &r viktigt hur manga
bollar som hamnar i varje lada. Eftersom ladorna ar urskiljbara kan vi férestélla
oss att de ar numrerade, sdg 1, 2, ..., n. Lat z; vara antalet bollar som hamnar
i lada 7. Da soker vi antalet l6sningar till ekvationen

g1t an =k 1 €Z, z;>0. (1)

Det finns en naturlig 1-1-korrespondens mellan 16sningarna till (1) och alla sétt
att rita k prickar och n — 1 vertikala streck i en foljd efter varandra. For vi kan
tolka x1 som antalet prickar fore det 1:a strecket, xo som antalet prickar mellan
1:a och 2:a strecket och sa vidare, fram till x,, som &r antalet prickar efter sista
strecket. Till exempel, da n =5 och k = 7 har vi

eee|o|oe||e &~ 3+14+24+0+1="T7.

ol ) . : Th—1\
Men antalet uppséattningar av prickar och streck ar uppenbarligen (" b ) for
det géller att vélja i vilka k av de totalt k + (n — 1) positionerna som man ska
placera prickarna.

2. Sallprincipen

Kom ih&g binomialsatsen (Sats 6.14):

k=0
Om vi sétter x = —1 och y = 1 sa far vi att
- n
=Y (D).
0 kZO( ) <k> (3)

Notera att detta kan skrivas om till

> (Z>= > (Z) (4)

k jamn k udda



som séger just att antalet delméngder till {1, 2, ..., n} med ett jaimnt antal
element &r lika med antalet delméngder med ett udda antal element. Ekvation
(3) leder oss ocksa till den allmédnna formuleringen av séllprincipen:

Sats. Lat A1, Ao, ..., A, vara dandliga delmdangder till nagot universum U. Dd
galler att
Al = ( |Ai!> — [ > 14in 4] (5)
i=1 i=1 i#]
DY JANANAl| - DT AN A NN Ay
i#iFkti

BEvis: Lat x vara ett godtyckligt element av unionen. Vi maste bevisa att
x réknas exakt en gang i hogerledet. Sag att z tillhor m av de n méngderna
och att vi numrerar méngderna sé att det ar Ay, Ao, ..., Ay, som x tillhor. Da
géller att

(i) @ riknas m = (7) ganger i forsta summan i HL, nédmligen en gang for
varje A; som den tillhor,

(ii) « riknas bort (")) gnger i den andra summan, nimligen en géng for varje
par {7, j} sa att den tillhér bade A; och Aj,

(iii) @ riknas ('y) génger i den tredje summan,

(iv) och s& vidare, tills att den riknas (—1)™! (™) = (—1)™*! ganger i termen
(—D)™THA N Ay NN Ay

Sa antalet ganger som x riknas i hogerledet ar > ; (—=1)**1 (). Fran (3) ser vi
att denna alternerande summa av binomialkoefficienter hade varit noll om inte
for att termen (—1)' (7)) saknas i bérjan. Saledes ér summan lika med (') =1,
det vill séga = riknas totalt en gang, vilket skulle visas.

Exempel. Bestim antalet surjektiva funktioner fran Z- till Z4.

LOSNING: For att underldtta med notation, beteckna Z; = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
och Z4 = {0, 1, 2, 3}. Lat universumet U besta av alla funktioner fran Z; till
Z4, sa |U| = 47. Vi definierar fyra delméngder till U enligt

Alz{fEU20€Vf},

Ay ={feU:1¢V},

As={feU:2¢V}},

A4={f€UZ3¢Vf}.

Per definition bestar unionen Ay U AsUA3U Ay av alla icke-surjektiva funktioner
i U. Vi vill alltsé rdkna bort dessa, sé svaret pa uppgiften kommer att bli

47—|A1UA2UA3UA4‘. (6)



Vi tillaimpar sallprincipen for att berdkna storleken av unionen. Forst betrakta
nagot A;, det spelar ingen roll vilken sa sdg A;. Eftersom noll tillhor ej varde-
méngden sa innebér det att vi har tre val i stéllet for fyra for vart varje element i
Z7 ska skickas. Saledes dr |A;| = 37. Densamma giller for de 6vriga A; sa forsta
summan i hogerledet av (5) blir 4 - 37.

Hirnést betraktar vi ett snitt mellan tva av méngderna A;. Ater igen spelar det
ingen roll vilka tva, sa 1at oss ta A1 N As. Per definition s& bestar denna méangd
av de funktioner som missar bade 0 och 1. Med andra ord det finns nu bara tva
val for vart varje element i Z7 ska skickas, sa |A; N Aa| = 27. Det finns (g) =6
parvisa snitt si den andra summan i hogerledet av (5) blir 6 - 27.

Med liknande resonemang ser vi att den tredje summan i hogerledet av (5) blir
(g) .17 = 4. Da tar det stopp ty A1 N Ay N A3 N Ay = @, for en funktion kan
inte missa allt i malméangden.

Inséttning av allt i (5) och sedan (6) ger att antalet surjektiva funktioner &r

4"~ (437627 +4) = - - = 8400.
3. Multinomialsatsen

Det ar naturligt att fraga om vi kan utvidga binomialsatsen till fler &n tva vari-
abler. Svaret ar ja, men det &r lite krangligt att skriva ner. Vi nojer oss med ett
exempel som visar hur det funkar med tre variabler och hoppas att det allménna
monstret blir klart.

Exempel. Bestim koefficienten for x5y"z* i utvecklingen av (x +y + 2)17.

Att "utveckla” (z +y + 2)'7 betyder att man stiiller upp
(x4+y+z2)(z+y+z2)...(@x+y+2) 17 gnger

och plockar ut antingen x, y eller z fran varje parentes. Det finns totalt 3'7
satt att plocka, alltsa kommer hela utvecklingen att bestd, innan vi samlar
termer av samma art, av totalt 3'7 termer. Fragan #r hur manga av dessa termer
som kommer att bli 263724, For att fa en sadan term maste vi plocka z ur
6 parenteser, y ur 7 st och sedan z ur 4 st. Antalet sdtt att gbra detta &ar

(167) X (171) X (3) = #7!!4“. Sa detta blir koefficienten av 2%y72%.



