Tentamen i MVE460: Envariabelanalys och analytisk geometri

Losning:

Losning:

Losning:

. Skissa grafen till funktionen f(z) =
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Losningar

. Anta att lim, ,, f(z) = A och lim,,, g(z) = B. Enligt definitionen, bevisa att
)

limgq (f(2) + 9(z)) = A+ B. (6p)

Se Adams s. 90.

. Formulera och bevisa produktregeln fér derivering. (6p)

Se Adams s. 111.

x
1 Ange alla eventuella lokala extrempunk-

x

ter, inlektionspunkter och asymptoter, samt bestdm pa vilka intervall funktionen ar

vixande respektive avtagande och konvex respektive konkav. (10p)

Observera forst att f dr definerad i hela reella linje: Dy = R.
Lodréta asymptoter: Finns inga, eftersom Dy = R.

Vagréta asymptoter: Observera att om x # 0, vi har

()] < % =l

Dérfor lim, 1o f(z) = 0. Sa linjen y = 0 dr en vagrit asymptot nir z — +oo.
Sneda asymptoter: Finns inga, eftersom asymptoten nir x — +oo ar vagrit.

Vi ska nu leta efter lokala extrempunkter:

241 — 222 1 — 22
f/(fL’): (CE'2+1)2 — (.ZU2—|—]_)2 :0<:>.T::|:1

Vi ser att —1 och 1 dr mojliga extrempunkter; vi ska senare undersoka situationen
med hjéalp av teckentabell.

For att hitta mojliga inflektionspunkter vi raknar

C 2e(® 41— (1 —a2?da(a®+1)  —22° —2x — 4z +42®  22° — 6w

f”(l’) (22 4+ 1) - (22 +1)3 - (22 + 1)3'




Vi ser att f”(z) = 0, nir 22° — 62 = 2z(2? — 3) = 0, dvs. néir = 0 och 2 = +/3.

Dessa punkterna dr mojliga inflektionspunkter.

Teckentabell:
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Fran teckentabell, vi ser att f har lokal minimum i —1: f(—1) = —1/2, och lokal
maximum i 1: f(1) = 1/2. Bade #r ocksa absolut. Vi ser ocksa att —/3, 0 och v/3

ar alla inflektionspunkter.

Fran teckentabell, vi ser att f &r véixande i (—1,1) och avtagande i (—oo, —1) och
(1,00). Ocksa, f ér konvex i (—/3,0) och (v/3,00), och konkav i (—o0o, —v/3) och

(0,v/3).
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4. Beriikna Taylorpolynomet for f(z) = ¢5? av ordning 3 kring x = 0. (6p)



Losning: Taylorpolynomet av f av ordning 3 kring z = 0 ges av:

P3(x) = £(0) + fll(!o):c + fl;(!())ﬁ + f/;(!o)xf”.
Vi raknar:
f'(z) = cosxesn®
f"(x) = —sinze™* + cos? zesn®
f"(x) = — cos xe™* — sin z cos xe*™* — 2sin x cos xeS"? + cos® zeSNT

Da, f(0) =1, f/(0) =1, f"(0) = 1 och f"(0) = 0. Déarfor

_ 1O 1'0) 5 f0) 5 v’
P3(x) = f(0) + T x + o1 x4 TR —1+x—|—?.
5. Berikna griansvirdet (6p)
- sin(sin(z)) — sm(x)'
x—0 :Ij‘z
Lésning: Eftersom lim, g (sin(sin(z)) — sin(x)) = lim, ,o2? = 0, att bara siitta in bada

griansvirden ger en obestammd uttryck ”70/0”. Vi fortsétter med hjalp av ’'Hopitals
regeln. Derivatan av téljaren ar

cos(sin(z)) cos(x) — cos(x) = cos(z) (cos(sin(z)) — 1),
och derivatan av ndmnaren ar 2x. Vi undersoker gransvirden

lim cos(z) (cos(sin(z)) — 1) 1 i cos(sin(x)) — 17
2—0 2x 2 z—0 x

som annu blir "0/0”. Vi anvénder 1'Hopitals regeln igen, och far

cos(sin(z)) — 1

glcg% " = alcli}%) —sin(sin(z)) cos(x) = 0.
Da har vi
o e 1 . 11
lim s1n(s1n(x))2 sin(z) _ 1 im cos(sin(z)) = — lim —sin(sin(z)) cos(z) = 0.
z—0 x 2 z—0 T z—0

6. Bestdm ekvationen for planet som innehaller punkterna A = (1,2,3), B = (4,5,6)
och C'=(3,2,1). (6p)



Losning:

Losning:

Losning:

Planet innehaller vektorer AB = 3i + 3j + 3k, och AC' = 2i — 2k (visst kunde vi
dividera forsta vektoren med 3 och andra vektoren med 2, sa rékningen skulle vara
enklare). Vi kan hitta normalen med hjilp av kryssprodukt

k
3

n = AB x AC' =

= —6i + 125 — 6k.

J
3
0 -2

Det &r rimligt att 'normalisera’ (dividera med —6) vektoren ny och tan =i—2j5+k.

Planet bestar om alla punkter P = (z,v, 2), for vilken ﬁ =(x—-1)i+@y—2)j+
(z — 3)k &r vinklelratt mot n. Denna kondition kan vi underséka med hjilp av
skalarprodukt:
ﬁ-n:(x—l)—2(y—2)+(z—3):().
Alltsa, planet ges av
r—2y+2z2=0.

Bestdm konstanterna a och b, sa att w = 2i 4+ aj — bk dr vinkelrdt mot vektorerna
u=1—kochv=—2i—2j. (6p)

Vektoren w &r vinkelrat mot v och v, om w-u = w-v = 0. Vi far ekvationssystemet

24b=0
—4—-2a=0
Vi ser att om a = b = —2, da ar konditionen uppfylld. Man kunde ocksa anvénda
kryssprodukt hér.
. Anta att funktionen f(z) med definitionsméngd Dy = [—1, 1] dr kontinuerlig och

uppfyller f(z) = f(xz/n) for varje z i [—1,1] och n i N = {1,2,3,...}. Bevisa att f
ar konstant. (4p)

Om z tillhor i Dy, da har vi |z/n—0] < 1/n. Tae > 0. Eftersom f ar kontinuerlig i
0, kan vi hitta 6 > 0sa att 0 < |y—0| < ¢ garanterar | f(y)— f(0)| < e. Om z tillhor
iDfochn>1/§ dadr|x/n—0] <1/n<d.Sal|f(x)—f(0)|=|f(x/n)—f(0)] <e.
Eftersom € > 0 var godtycklig, maste vi har f(z) = f(0), sa f &r konstant.



