Tentamen LMA 401

Datum: 26 oktober 2019

Telefonvakt: Axel Flinth, 0701-757469

Hjalpmedel: Linjal, penna, kladdpapper, ordbok.

Betygsgranser: 20 poang for betyget 3, 30 poédng for betyget 4 och 40 podng for betyget 5. Det finns totalt 50
poéng att samla.

Berdkningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poang.

Tentamen bestar av atta (8) uppgifter. Tesen bestar av tre (3) blad.

Lycka till!

Uppgift 1

Derivera foljande funktioner

f:R =Rz sin(z)In(z), ¢g:R =Rz~ (14cos(x))? h:]0,00[— R,z 2

Tips: Du behover inte gora nagra algebraiska forenklingar av svaren. (6p)
Losning: For att derivera f anvéander vi produktregeln:

1
f'(x) = cos(z) In(x) + sin(z) - =
For att derivera g anvinder vi kedjeregeln
g'(z) = 2(1 + cos(x)) - (—sin(x)).

For att rdkna ut h:s derivata anvander vi kvotregeln

221 —In(z)- 22 z(1-2In(x)
(22)2 = v :

B (z) =

Uppgift 2

Beridkna foljande gransvarden, eller motivera varfor de inte existerar

y 2% 4+ 28 — 3 5 cos(x) y (t—13+(t—1)2
ap = lim ———— ag = lim ,  az=lim
! z—o0 HhT — 13 + 8z’ 2 z—0 ’ t—1 (t — 1) + (t — 1)4

Lésning: (o) Vi bryter ut den starkast véxande termen x — 5% i téljare och ndmnare

x 8
o242 -3 L B4 E -
a;= lim ————— = lim >—2—>—,

Hér gar alla termer mot 0 férutom 1, eftersom exponentialfunktioner véixer snabbare &n polynom, och lim,_, o, g—: =
limg o (%)z = 0. Gréansvéardet ar alltsa lika med

0+0-0

= ——=0.
1-0+40

(&3]



(a2) cos(z) gar mot 1 nér = gar mot 0. Gransvérdet ar alltsa av typen ”1/0”. For att forsta exakt vad som
hénder nir z — 0 berdknar vi de ensidiga grinsvardena var for sig

lim COS(Q?) _” iw = 00
z—0t x 0+

lim COS(I’) _» iw = 0.
z—0— T 0—-

De ar alltsa olika, och darfor existerar inte gransvardet.

(a3) Har ser vi att nér x ar néra 1 sa kommer (x — 1) vara mycket stérre &n var och en av de andra termerna.
Vi bryter darfér ut den termen i tiljaren och namnaren

L=+ -10% . (t—-1)24+(t—-1) 0240
lim = lim = g
t>1 (t—1)+ (@t —1)% t>1 1+ (t—1)3 1403

Uppgift 3

Berédkna foljande integraler

2 ) 1 1 2
I = / 2ve® dx, I, = / ———dx, I3= / x cos(x)dx
Jo Jo (@+1)(z+2) Jo

(7p)
Losning: (I;) Vi gor substitutionen ¢ = x?

2 ) t=1x* = dt =2xdx 4 .
/2$e”dx: t=20 =z=0 :/etdt:[et]t:0:e4—l.
0 t=2 =x=4 0

(I2) Vi borjar med att gora en partialbraksuppdelning. Ansatsen ar som foljer:

1 A B A(@+2)+B(z+1)

Gt )@+2) o4l 212 @rD@+2)

Vi behover alltsa vélja A och B sa att
1=A(x+2)+ B(z+1).
Sétter viz = —2farvil=A-0+B(—2+1) = —Bochsitterviz = —1farvil=A4-(-142)+B-0= A, sa att
1 1 1

(z+1)(x+2) 2+1 z+2

Nu kan vi rékna ut integralen. Vi papekar att integranden inte har nagra singulariteter i integrationsintervallet,
sa att vi inte behover betrakta den som en generaliserad integral.

1 1
1 1 1
—dz = — dr=n|z+1] —Inlz + 2/}
| eomaamt = | s - st = Ml + 1 - lnfe+ 23

=(n1+1-Inj1+2))—-(Inj0+1] —In|0+2|)
=1n(2) —In(3) —In(1) + In(2) = 21In(2) — In(3).




(I3) Vi anvénder partiell integration. Vi integrerar cos(z) och later x sta:

/0 x cos(x)dx = [z sin(z)]3™ —/O 1 -sin(x)dz = [z sin(z))3" —/0 sin(z)dz

Eftersom sin(27) = sin(0) = 0 s& &r [zsin(z)]3™ = 0. Fér den kvarvarande integralen giller

—/0 ' sin(z)dr = —[— cos(x)]2™ = —(—cos(27) — (= cos(0))) = —(—=1 — (=1)) = 0.

Uppgift 4

(a) Berikna Taylor-utvecklingen av grad 2 med utvecklingspunkt x = 0 f6r funktionen
g:R—=Rx— 1422
(b) Berakna gransvardet

LoVl a2 -1
lim ————-.
r—0 X<

(6p)
(a) Vi berdknar forsta och andra derivatan av g

_ 2x _ T
2V/1+ 22 /1422
N e Lto® _ o2 B 1— 9,2

2V/1+z2  —  1+4ax2

A ST YO

Séatter viin x = 0 far vi

0 1-2-02
)=V1it0=1 g0 = t—=0,g(0)=—— -0 1
9(0) 0= =" 0= rrevise

Enligt formeln fér Taylorutvecklingar géller alltsa for Taylorpolynomet po av grad 2 med utvecklingspunkt 0

g (x)

172

1
pg(m)=1+0-x+§x2:1—|—?.

(b) Enligt Taylors sats géller

2
1+22=po(x) +2°B(x) =1+ % + 23 B(x)
for en begransad funktion B. Saledes géller

lim 714_‘%2_1 = lim 1—|—w—22—|—:1:3B(a:)—1

z—0 :1:2 x—0 :L‘2

.1 1



Uppgift 5
Betrakta funktionen
g:R=R oz (22 +1)e ™

(a) Hitta och klassificera g:s samtliga stationéra punkter. Om g inte har nagra stationidra punkter, motivera
varfor.

(b) Vilket ar det storsta och minsta véirdet for ¢ pA det kompakta intervallet [0, 1]7

(¢) Har g ett storsta och minsta virde pa R? Bestam i sadana fall dessa.

(7p)
Losning: (a) For att hitta de stationdra punkterna bildar vi forst g:s derivata:
g (x)=22e™" — (22 +1)e® =e (22 — 1 — 2?).
Vi anvénde produktregeln. Vi ser att derivatan blir 0 precis da
2t-1-2"=0&2"-+l=+sar=1+V/1I-1=1
Den enda stationdra punkten ar alltsa x = 1.
For att klassificera den stationira punkten genomfor vi en teckenstudie. Vi har ¢'(z) = —(z — 1)%e™®
T 1
—(z-12% - 0 -
e’ + + +
0 -
f hY p

x =1 ar alltsa en terrasspunkt.

(b) Vi ser ur teckenstudiet i férra uppgiften att g dr avtagande pa hela intervallet [0, 1]. Saledes antas det storsta
virdet i den viinstra randpunkten z = 0 och det minsta virdet i z = 1. Det stérsta virdet blir (02 4+ 1)e=0 =1
och det minsta viirdet blir (12 4+ 1)e™!) = 2.

e

(c) Eftersom g &r strikt avtagande i hela R kan vi dra direkt dra slutsatsen att g varken har ett storsta eller
minsta vérde.

Uppgift 6

Betrakta integralerna

11:/ COS(I)(Z:L:, [2:/ &n(;zr)dw.
Jo Jo

X €T

Vilken/vilka av dem konvergerar? (6p)
Losning: I; divergerar. For att bevisa detta jamfor vi med den divergenta integralen fol %dx:

1

1 1
1' = 1' —_— = — = 1 0
om0+ 0s@ T 0w cos(z) 1 7

Jamforelsesatsen ger nu pastaendet.



I, konvergerar diremot, eftersom att integranden i Ip &r &r kontinuerlig och begridnsad i ]0,1[. Den enda

punkten dar sin(z)

—— skulle kunna ha en asymptot &r i z = 0, men

lim sin(x) _1

z—0t x

sa ar den begransad dven nér vi ndrmar oss 1.
Man kan om man vill ocksa formellt jamfora med den sjélvklart konvergenta integralen fow ldzx:

sin(z)
lim —2%— = lim
z—01 z—0t T

Uppgift 7

Bevisa att det finns ett tal £ € R med

cos(€)(VEF1-6) =

Losning: Betrakta funktionen

g:R—= R,z cos(z)(Va2+1—x).
g ar kontinuerlig (som en kombination av andra kontinuerliga funktioner). Vi har ocksa

9(0) = cos(0)( o2+1_o>:1>§

(5= (3) (VB +1-5) =0 (VB +1-5) o<

Satsen om mellanliggande véirden implicerar nu att det existerar ett & € ]0, 3 [ med

g(§) = é

Uppgift 8

Ur en kvadrat med sidlangd 1 dm skérs fyra kvadratiska horn med lingden a ut for att bygga en kvadratisk
véitskebehallare utan lock. Bestam det varde pa a som gor att behallaren rymmer sa mycket vétska som mojligt.

(7p)

Lésning: Behallarens volym ges av bottenplattans area ganger behallarens héjd. Hojden ges av a, och botten-
plattans area ar lika med plattans sida i kvadrat. Bottenplattans sida &r lika med (1 — 2a), sa att volymen &r lika
med

V(a) = a(1 — 2a)>.



Eftersom tva sidor a maste fa plats pa den ursprungliga plattan sa maste 2a <1 & a < % Det vi soker ar alltsa
16sningen pa optimeringsproblemet

max a(l — 2a)2
0<a<i

Vi har
V'(a) = (1 -2a)?+a-2(1—2a)-(—2) = (1 —2a)((1 - 2a) — 4a) = (1 — 6a)(1 — a)

V' har alltsa tva nollstallen: a; = % och ay = 1. Bara det ena av dessa ligger i det relevanta intervallet [0, %} Vi
far foljande teckenschema for derivatan:

a 0 % %
(1—a) - - - 0
(1 —4a) -0 4+ +

\% + 0 -

Vv a e

Vi ser att V ar maximal nar a = %.



