Tentamen LMA 401/LMA 400

Datum: 8 januari 2020

Telefonvakt: Axel Flinth 0701-757469

Hjalpmedel: Linjal, penna, kladdpapper, ordbok.

Betygsgranser: 20 poang for betyget 3, 30 poéng for betyget 4 och 40 poéng fér betyget 5. Det finns
totalt 50 podng att samla.

Berdkningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poang.
Tentamen bestar av datta (8) uppgifter. Tesen bestar av tva (2) blad.

Lycka till!

LOSNINGAR

Uppgift 1

Derivera foljande funktioner

. . arctan(z
f:R—=R,z—cos(z)z?, g:R—=Rz—1In(l+2?), h:R\{0} >R z— M

Tips: Du behover inte gora nagra algebraiska forenklingar av svaren. (6p)
Lésning. f: Produktregeln implicerar att
f'(x) = 2z cos(z) — 2% sin(x).

g: Kedjeregeln implicerar att

1
/
§@) =12
h: Kvotregeln ger
1
T 7 — 1-arctan(z)
b (z) = Tz p

Uppgift 2
Berikna foljande griansvérden, eller motivera varfor de inte existerar

o 8t2 493 — ¢4 ) 11’1(:172) a8 sin(z)
a1 =lim ——— a9 = lim ag = lim ———=
t—0 t + 4¢2 =1 T—00 e®




Lésning. oq: Vi bryter ut ¢ ur tdljare och namnare och anvander dérefter att ett gransvarde av en pro-
dukt/kvot /summa &r motsvarande produkt/kvot/summa for gransvarden.

o 8t2 493 — ¢t 8 +9t2—t3 8.-0+49-02-03
a1 =lim ——————— = lim = = 0.
t=0 t + 4t2 t—0 144t 14+4-0

az: Eftersom In och kvadreringsfunktionen ér kontinuerliga giller det att lim,_; In(2?) = In(1%) = 0.
Déarur foljer, tillsammans med raknereglerna som ndmndes ovan,

In(z? 0
a9 = lim ( )—f:O.
rz—1 T 1
a3: Lat oss forst skriva om
2® +sin(z)  2®  sin(w)
e® T er e*
Det ar vilkant att exponentialfunktioner véxer fortare &n polynomfunktioner, sa att lim, ;oo 5 = 0
Vidare galler —1 < sin(x) < 1 for varje z, sa att
1 sin(z 1
——< (z) < —,zeR.
et er er

Instédngningssatsen implicerar déarfor att dven Sirf;(f) — 0 for £ — oco. Det giller alltsa

8 ; 8 ;
. +sin(r)  2°  sin(z)
a3 = th = e 0.

Uppgift 3

Berakna féljande integraler

e 1 2 9, 2
I = / —In(z)dz, I = / ———dx, I3= / x* cos(x)dx
J1 Ji (e +2) Jo

Tips: Tank pa att sin(0) = sin(27) =0 (7p)
Lésning. I1: Vi substituerar ¢ = In(x)
t = In(x) )
1 =1 ! t2 1
/ —In(z)dx = di A / tdt = |=| ==.
1T r=1 =t=0 0 21, 2
r=e¢ =>t=1

I5: Vi borjar med att gora en partialbraksuppdelning med hjalp av ansatsen

2—x A B A(x+2)+ Bx
x(z +2) x+x—|—2 x(z +2) v (x+2)+Ba

Sétter viz =0farvi A-2=2 = A =1, och sitter vix = -2 far vi 2 — (-2) = -2B = B = —2. Vi har
alltsa

2—x 1 2

z(x+2) 2z x+2



Vi kan nu integrera

P2 —2172 z = |In(z) — 2In(z 2= 1n(2) — 2In(4) — (In(1) — 21In
/lx)dx_/l( >d = [In(z) — 2In(z + 2)]> = In(2) — 2In(4) — (In(1) — 2In(3))

(z +2 T +2
— 21n(3) + In(2) — 2In(4) = In (2432)> —In (Z)) |

I3: Vi integrerar partiellt

2m 2m
/ 2% cos(x)dx = [sin(x)z?)3™ — / 2z sin(x)dz.
0 0

Eftersom sin(0) = sin(27) = 0 férsvinner randtermerna. Vi kan nu integrera partiellt en gang till
27 27
—/ 2z sin(z)dz = [cos(z) - 2z — 2/ cos(z)dx = 47 - cos(2m) — 0 - cos(0) — 2[sin(z)]3™ = 4.
0 0

I sista steget anvénde vi aterigen att sin(27) = sin(0) = 0. O

Uppgift 4 skiljde sig at pa de bada tentorna.

Uppgift 4, LM A401
(a) Berdkna Taylor-utvecklingen av grad 3 med utvecklingspunkt x = 0 f6r funktionen

2
: x
g R>Rorx—e"—1—2——.
) 2

(b) Berdkna gransvardet

(6p)

Lésning. (a): Vi berdknar g:s forsta tre derivator

g@)=e"—1—a, g'(x)=e" 1, ¢"(x) ="

Speciellt far vi alltsa
g(0)=1-1-0-0=0,40)=1-1-0=0, ¢"(0)=1-1=0, ¢"(z) =1,
och darmed Taylorutvecklingen

_ U 13_1‘3

(b): Hér var tesen behdftad med ett smdrre tryckfel — det var meningen att grinsvirdet skulle vara

1,.2

R e . T
lim 3 2°  — lim 9(x)
r—0 T z—0 X




Da (a)-uppgiften verkligen gor ovanstaende (b)-uppgift naturlig, fick de som ldste uppgiften med ovanstaende
som utgangspunkt enligt nedan ddrfor full poding.

Enligt ovan har vi

3

g(a) = = + ' Bx)

for en begrinsad funktion B(x). Darfor géller

R R (x) 2y *B(x) 1 1
2 _9 6
x3 a3 a3 6 B(z) 6’

xz— 0.
I det sista steget anvénde vi att B ar begrinsad, resp. instdngningssatsen.

Lésningsforsok for den uppgiften som stod pa papperet gav givetvis ocksa podang. En korrekt losning for
den uppgiften skulle kunna se ut sa hdr.

Vi har, enligt ovan

9 T

=g(x)+ % ="+ = +2'B(x)

x
S S
e T—x 5 5 >

for en begrénsad funktion B. Vi har saledes

et —1—x— 22 %—I—%Z—i—:ﬁB(x) 1 1
- — — 4> 4+ 2B(2)
x3 a3 2$+6+x (z)

Har giller, da B &r begrinsad, att B(z) — 0, x — 0. Dérfor foljer

et —1—x—2a? 1 1 1
li = i - _ B —_” - 0 =
20+ 3 Jm op g TaB@) =Teod g0 =oc
e —1—x—x2 1 1 1
li = lim — + - +aB(z)=" — Z 40 = —c0.
20 73 S gg T AW Tt e

Gransvardet existerar alltsa inte.

O
Uppgift 4, LM A400
Los foljande begynnelsevardesproblem
(a) L2 =1, y(0) = 1.
(b) v + a2y ==z, y(0) =0.
(c) y" — 5y + 4y = 42% — 10x + 10, y(0) = 0,%'(0) = 0.
(6p)

Lésning. (a): Den hér ekvationen &r separabel, vi har ju

y'y? = cos(z).



Integrerar vi det har med avseende pa z far vi

Y
7= sin(z) 4+ C.

for nagon konstant C. Virdet av det bestdmmer vi med hjilp av begynnelsevillkoret y(0) = 1

v | o

. - 1
C +sin(0) = 1 1

Genom att 16sa ut y far vi nu

y(x) = (1 + 4sin(z))7 .

(b): Den integrerande faktorn fér den hér differentialekvationen &r e /2, Multiplicerar vi ekvationen
med den far vi

2622 (v + xy)ex2/2 _ d <y6x2/2) .
dx
Vi far
y€x2/2 _ /J;ea}Q/Q _ 6x2/2 +C,

dér vi for att 16sa den sista integralen utan att skriva ut det anvénde variabelbytet ¢t = %2 Viardet pa C
fas hur begynnelsevillkoret:

0.2 =210 = = -1,
sa att

y = efx2/2(em2/2 - 1) -1 6712/2

(c): For att hitta en partikuldrlosning ansétter vi ett andragradspolynom

yp= A2’ + Bx +C = y, =24z + B = y =24
yp 10ser alltsa differentialekvationen precis da

Yy — 5y, + 4y, = 2A — 5(2Az + B) + 4(Az® + Bz + C)
= 4A2% + (4B — 104)z + (24 — 5B + 4C) = 42% — 10z + 10

Hér ser vi att A =1, B =0 och C = 2. Partikulérldsningen ges alltsi av y, = x2 + 2.
I en tidigare version av losningen angavs att partikuldrlosningen var y, = x2. Detta var fel.

Nu hittar vi den homogena losningen. Det karakteristiska polynomet &r
A2 —BA+4,

vilket har nollstillena




alltsa
M =4, =1
Den allmédnna homogena losningen ges alltsa av
yp = Cre™ + Cae”, C1,Co € R.

Losningen ges alltsa av y = 22 + C1e*® + Cye® for nagra virden av Cp, Cy. For att bestimma virdena
for C', Cy behover vi nu 16sa ekvationssystemet

y(0)=2-04-C1e*0Che ™ =4.C1 +Cy =0

Detta ger att Cy = —4Cy = —-3C1+2=0=C} = %, Cy = %8. Losningen till begynnelsevardesproblemet
ges alltsa av

2 8
y=a?+24 Zelt — et

3 3
O
Uppgift 5
Betrakta funktionen
h:[0,00[— R,z e 2 — e
1. Hitta och klassificera alla h:s stationira punkter.
2. Har h ett storsta varde? Har h ett minsta vérde?
(7p)

Lésning. (a): Stationdra punkter ar per definition punkter x med h'(z) = 0. Vi rdknar darfor ut h':

R (z) =22 e =e 2 (-2 4€7).

Vi ser att h/(z) = 0 precis da = = In(2). For att klassificiera punkten gor vi ett teckenstudium av derivatan

x In(2)
e + 1 + |+
(—2+¢€") | — 0 | +
B — 0 +
h N | min | &

x = In(2) ar alltsa en lokal minimipunkt.

(b): Ur teckenvéaxlingsschemat ser vi direkt att 2z = In(2) dven &r ett globalt minimum. Vi ser ocksa att

h(z) < h(0) = 0 for alla = € [0,1n(2)], och ocksa, da funktionen &r strangt véixande pa intervallet [In(2), oo|

: T o2t ot
h(z) < tllglo h(t) = tligloe e 0, € [In(2),o00].

Vi har alltsa h(z) < h(0) for alla z, och dérfér har h det storsta vardet h(0) = 0. O



Uppgift 6
Konvergerar integralen

* 3xr+2
I = / Ldl‘?
1 @z +1)?

(6p)

Lésning. Det ar mojligt att berdkna integralen exakt med hjilp av en partialbraksuppdelning. En enklare
losning ar nog dock att observera att integranden beter sig som x% for stora varden pa x. Formellt kan vi
berdkna gransvardet

3z+2 2 2
2 3 2 3+
lm ZOTY gy TOTED oy 3He g

Jamforelsesatsen for integraler pa gransvardesform ger att integralen har samma konvergensbeteende som
integralen

Eftersom den senare integralen konvergerar kan vi alltsa konstantera att dven I; konvergerar. O

Uppgift 7
Kan det existera en kontinuerlig funktion f : [0,1] — R med
(i) f(x)? >0 for alla z € [0,1]
(ii) f(0) =1 och f(1) = —17
Ange en sadan funktion eller motivera varfér den inte kan existera. (6p)

Lésning. Eftersom f ar kontinuerlig implicerar satsen om mellanliggande varden att det for varje ¢ € [—1, 1]
existerar ett £ € [0, 1] med f(£) = ¢. Om vi speciellt véljer ¢ = 0 hittar vi alltsa ett & med f(§) = 0. For
detta & géaller da

f€?=0"=040.

Det kan alltsa inte existera nagon sadan funktion. O

Uppgift 8

En cylinderformad behallare med radien 1 langdenhet och héjden 1 lingdenhet ar fylld med 7/8 volymen-
heter vatten. Behallaren dras nu at sa att radien minskar med en konstant hastighet av .1 lingdenhet per
sekund.

S —

e ——




Radien minskar lika mycket Gverallt, sa att cylinderformen bibehalls. Det gar tillrackligt langsamt for
att vattenytan hela tiden halls plan. Speciellt halls méngden vatten i behallaren konstant, fram tills att
vattnet rinner over.

Med vilken hastighet stiger vattenytan i det 6gonblick vattnet rinner over? (6p)

Losning. Kalla vattenvolymen for V. Om vi kallar vattenytans héjd for A och behallarens ror for » har vi
da

LI (1)
8
Deriverar vi detta samband (implicit) far vi
0 =7m(2r()r' (t)h(t) + r(t)*K(1)). (2)

Det som soks ar vardet pa h'(t) vid den tiden ¢ det géller att h(t) = 1 (det &ar ju da vattenytans hojd blir
lika med behallarens hojd). Vi loser ut virdet pa radien vid denna tid ur

5 = T2 (Oh(t) = () - 1 = r(t) = -

V8

Vi sétter nu in vardena pa h(t), r(t) samt r/'(t) = —0.1 (det sista far vi ur uppgiftstexten) i (2):

0:7r<2-%-(—0.1)-1+%~h’(t)>.

Vi kan nu 16sa ut

B (t) = z8, 0.1= %.

8 10



