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Numerisk berikning av primitiv funktion|

1.1 Primitiv funktion
Antag att f(z) dr en funktion definierad for « € [a,b]. Om funktionen u &r deriverbar och uppfyller
u'(z) = f(z), Vz € [a,b], (1)

sa siger man att w dr en primitiv funktion till f. Vi ska hir numeriskt beriikna primitiva funktioner
och, som bieffekt, fa ett alternativt sitt (jimfért med en direkt Riemannsumma) att approximera
integralen

b
/ F(@) dz = u(b) — u(a).

Som papekas i Adams-Essex (i beviset av sats 5, sid 311) giller att tva olika primitiva funktioner
bara skiljer sig 4t med en konstant, dvs. om tva funktioner u(x) och v(x) &r primitiva funktioner
till samma funktion f(x) sa foljer det att

u(z) =v(z) + C.

For att bestdmma konstanten kan man krava att funktionen skall vara lika med ett bestamt varde
i en bestdmd punkt: u(a) = u, . Givet en kontinuerlig funktion f(x) pa [a,b] och en konstant u,
soker vi alltsa en deriverbar funktion u sadan att

u/(x) = f(.%’), UAS [a7b]a

u(a) = ug.

(2)

Om man tolkar variabeln x som tid som 6kar fran tiden a till tiden b, ser man att funktionens véirde
anges vid starttiden; dirfor kallas problemet ett begynnelsevirdesproblem. Analytiska losningar till
detta problem kan man bara finna for vissa funktioner f(z) (de vi &var pal). Vi ska nu beskriva
hur man kan numeriskt konstruera en primitiv funktion for varje kontinuerlig funktion f(z), dvs
konstruera en unik I6sning till begynnelsevirdesproblemet . Vi borjar med att dela in intervallet
[a,b] i N stycken delintervall av lingden h = (b —a)/N :

a=Tg< T <To< ... 1 <X <---<xTy_1<xTN =D,
x;=a+hi, h=(b—a)/N =x; —2;_1.

Sedan utgar vi fran approximationen

u(x;) — u(zi—1)

h

~u'(zi-1) = f(wi-1)
vilket leder till

u(z;) ~u(xi—1) + hf(ri-1).
Vi berdknar nu en approximativ 16sning enligt

U(zo) = uq

U(z;) =U(xi—1) + hf(xi—1).

Genom att férbinda punkterna (z;, U(x;)) med rita linjer far vi en graf och funktionen U(x) blir
definierad ocksa mellan berikningsnoderna x;. Rita figur! Denna algoritm kallas Eulers metod.

Man kan visa att U(z) konvergerar mot en unik 16sning u(x) till da antalet delintervall
N — o0; detta bevis &r nagot komplicerat och tas inte upp hér.
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Implementering i MATLAB

Detta &r ldtt programmera i MATLAB. Algoritmen &r foljande. Eftersom vi behover bade x; och
U(z;) for att till exempel plotta funktionen sa maste algoritmen rikna ut dven noderna z;.

e . Tog=a
initiera:
{ U(‘TO) = Uq
while z; < b
uppdatera: T, =xi_1+h
U(zi) = U(xi—r) + hf(zi-1).

I MATLAB kan index inte borja med 0, sa att till exempel initieringen av x skrivs x(1)=a. Likasa
maste U(z;) representeras av en vektor U med elementen U(i). Man kan inte skriva U(x(1)).

Ovning 1. Skriv ett program myprim.m med anropet [x,U]=myprim(f,I,ua,h) som lGser be-
gynnelsevirdesproblemet . Du skall anvdnda programskalet myprim.m. (facit). In- och ut-
variablerna forklaras i programskalet.

Testa programmet pa foljande. Los forst begynnelsevirdesproblemet analytiskt (dvs som en
formel med penna och papper). Plotta bade den analytiska l6sningen u och den approximativa
l6sningen U i samma figur. Anvénd stort steg h, till exempel, h = 107!, nir du forst skriver
programmet s& blir det lidttare att se vad som hinder. Tag sedan litet h, till exempel, h = 1073.

u'(z) = 2%, x€]0,2],

u'(x) =22, x€[l,4],

(®) u(l) =3,

v (r) = cos(2x), x € [0,7],

©) w0y =0,

u'(z)=1/z, z€][1,10],
(d) u(1) =0,

Obs att naturliga logarimen In(x) heter log(x) i MATLAB. O

Analogt med mittpunktsregeln for integration far man en noggrannare approximation om man
utgar fran

M R (&) = f(2:), &= (zi+2i21)/2,
vilket leder till

w(z;) =~ u(xi—1) + hf(Zi-1).
Vi berdknar nu en approximativ 16sning enligt

U(zo) = uq

U(z;) =U(xzi—1) + hf(Z;).
Denna algoritm kallas mittpunktsmetoden.

Ovning 2. Modifiera programmet myprim.m s& att det anviinder mittpunktsmetoden istéllet.
Prova med samma exempel som ovan.
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