TMV151/TMV181 Matematisk analys i en variabel M/TD 2010

Ordinira differentialekvationer (ODE) 1]
I forra datorévningen l6ste vi begynnelsvirdesproblem av formen
(@) = f@), wel0b] (b>0)
u(0) = up.

Hér beror f bara pa x. Losningen konstruerades med hjalp av Eulers metod.
Den kan ocksa skrivas analytiskt med en formel

u(x) = ug +/Om fy)dy

enligt differential- och integralkalkylens fundamentalsats (Fundamental Theo-
rem of Calculus).
Nu ska vi 16sa differentialekvationer av allmén form

W (@) = flzu(@), e8] (b>0)
u(0) = up.
Hér beror f bade pa x och u. Det kan ocksa vara ett system av differentialekva-
tioner; da ar bade u och f kolonnvektorer.
Vi borjar med att introducera ett viktigt specialfall, ndmligen begynnelse-

vérdesproblemet som hor ihop med de trigonometriska funktionerna cos och
sin.

1.1 Trigonometriska funktioner
Vi vet att de trigonometriska funktionerna uppfyller
Dsin(t) = cos(t), D?sin(t) = —sin(t), sin(0) = 0,
D cos(t) = —sin(t), D?sin(t) = —cos(t), cos(0) = 1.

(Notera att vi nu gar éver till att skriva den oberoende variabeln som ¢ istéllet for
x. Anledningen till detta dr att den ofta dr tiden i ett begynnelsevirdesproblem.)
Det betyder att u(t) = sin(t) loser begynnelsevirdesproblemet

u”(t) = —u(t), te][0,b], (b>0)
u(0) =0, «/(0) =1,
och att u(t) = cos(t) 16ser begynnelsevirdesproblemet

u'(t) = —u(t), te€]0,b], (b>0)
w(0) =1, ¥/(0) =0,
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Mer allmént har vi

u’(t) = —c*u(t), t€][0,b], (b>0)
u(0) = ug, u'(0) = uq,

med l6sningen
u(t) = ug cos(ct) + L sin(ct). (1)
C

Verifiera detta genom att derivera och genom att siitta in t = 0!

Denna differentialekvation &dr av andra ordningen. For att kunna anvinda
algoritmen fran forra labben skriver vi om ekvationen som ett system av tva
differentialkevationer av forsta ordningen. Vi infor tva nya variabler

w =u, we =1,
Vi deriverar

/
wy = u = wa,

wh =u" = —c*u = —ctw.

Begynnelsevillkoren blir wq(0) = wug, w2(0) = wuy. Vi ser att w; och wa 13ser
begynnelsevirdesproblemet

Vi skriver detta pa matrisform:

) -l - ) [l =)

(Vi skall i en senare kurs se att med beteckningarna

. 0 1 o _wl (U0
A= |:_02 O:| 9 w = _w2:| ) Wy = |:’U,1:| )

kan hogerledet kan skrivas med matrismultiplikation

w'(t) = Aw(t), te€]0,b],
w(0) = wo,

men det behéver vi inte kunna i den hir kursen.)

1.2 Allmint system av ODE

Vi har nu diskuterat differentialekvationer

u'(z) = f(z, u(x))



i nagra specialfall déar f bara beror av z (myprim.m):
och bara beror av u

och &ven system av denna senare typ

ui (z) = ug(x),

uy(r) = —ua (2).

Vi ska nu behandla differentialekvationer dér f(z,u) dr en allmén funktion av
bade x och u. Till exempel,

' (z) = —zu(z), z €[0,3]; u(0) =1,

med analytisk 16sning u(x) = exp(—x2/2). Verifiera detta! Hir ges alltsa f :
R? — R av formeln f(z,s) = —zs. Nér vi sétter in i hogerledet av differentia-
lekvationen ersétter vi den andra variabeln s med s = u(x). Vi ska dven studera
system av sadana ekvationer.

Vi kommer da till ett allmént system av n stycken differentialekvationer:

ull(t) :fl(taul(t)v“-vun(t))a te [aab]a

Uup (t) = fult,un(t), ... un(t), € [a,b],
tillsammans med lika manga begynnelsevillkor:

ui(a) = ug1

Up (@) = Ugn.
Vi skriver dessa pa matrisform:

ul(t) Ual fl(t,uh. .. ,Un)
ut)=1| : |, ua=1|: |, flt,u)= : ;
Un (t) Uagn fn(t, ULy - - ,un)
och far foéljande begynnelseviardesproblem

u'(t) = ft,u(t), tE€lab],

u(a) = u,.



For att 16sa detta anvinder vi samma algoritm som tidigare (Eulers metod).
Vi borjar med att dela in intervallet [a,b] i N stycken delintervall av lingden
h=({b-a)/N:

a=ty <t <ta<...ti1<t;<---<tny_1 <ty =D,
ti:a—i—hi, h:(b—a)/N:ti—ti,l.

Vi berdknar nu en approximativ 16sning enligt

U(to) = Ugq
U(t;)) =U(ti—1) + hf(ti—1,U(ti—1)).

Genom att forbinda punkterna (¢;,U(t;)) med réta linjer far vi en graf och
funktionen U (¢) blir definierad ocksa mellan berdkningsnoderna ¢;.

Man kan visa att U(t) konvergerar mot en unik losning w(t) till da
antalet delintervall N — oco. Beviset &dr upplagt enligt samma princip som for
bisektionsalgoritmen och fixpunktsiterationen men &r ganska langt och lite f6r
svart och utlimnas dérfor. Observera att w(t) normalt inte gar att skriva i
termer av kiinda (’elementira’) funktioner.

Implementering i MATLAB

Algoritmen &r

. to=a
Initiera:
U(to) = U,

while t; < b

uppdatera: < t; =t;_1+h
U(t;)) =U(ti—1) + hf(ti—1,U(ti—1)).

évning 1. Skriv ett program myode.m med anropet [t,U]l=myode(f,I,ua,h)
som loser begynnelseviirdesproblemet . Anvand programskalet myode .m. (facit)).

I MATLAB sparas U(t;) som i:te kolonnen U(:,i) i matrisen U, den blir
av typ n X (N + 1). Matrisen skapas kolonnvis. Till exempel blir initieringen
U(:,1)=u0. Nar berdkningen ar klar bor du transponera matriserna t och U
bland annat for att plottning ska fungera smidigt.

Det finns nu tva sétt att plotta 16sningen. Antag for enkelhets skull att vi
har ett system av tva ekvationer, dvs n = 2.

1. Vi kan plotta de tva ldsningskurvorna y = Ui (t), y = Us(t) med kom-
mandot plot(t,U).

2. Vi kan plotta Us mot U; med kommandot plot (U(:,1),U(:,2)). Sadana
kurvor med olika startpunkter bildar ett fasportrdtt for differentialekva-
tionssystemet.


http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/myode.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/myode.m

Prova programmet pa féljande begynnelsevirdesproblem. For varje exempel
maste du skriva en funktionsfil av typen

function y=funk(t,u)

Plotta den numeriska losningen tillsammans med den analytiska 16sningen (om
du kénner den analytiska).

u' () =22 x€ll,3],
(@) {u(l) =1

u” = —c*u, t€][0,10]
(©) {u(O) = ug, ¢ (0) = u;.

u'(x) = —zu(x), =z €]0,3],
(@) {u(()) =1.

analytisk 1osning: u(z) = exp(—z?/2)

u +4u' +13u=e"", te]0,10]
() 1
u(0) =1, v'(0) = 2.

Facit
(a)

function y=funka(t,u)
y=t~2;

>> [x,Ul=myode(@funka, [1,3],1,1e-3)
>> plot(x,U), hold on
>> fplot(@(x) (1+(x.73-1)/3),[1,3]1,’r’)

(b)

function y=funkb(t,u)
c=1;

y=c*u;



>> ul0=1, c=1

>> [t,U]=myode (@funkb, [0,2],u0,1e-3)
>> plot(t,U), hold on

>> fplot(@(t)exp(cxt),[0,2],°r?)

(c)

function y=funkc(t,u)

c=1;

y(1,1)=u(2);

y(2,1)=-c"2*u(l);

% lite kompaktare kan vi skriva det med matrismultiplikation,
% men vi gér inte det i den h&r kursen:

% A=[0 1;-c~2 0];

% y=Axu;

>> u0=0, ul=1, c=1

>> [t,U]=myode (@funkc, [0,10], [u0;ul]l,le-3)

>> figure(1)

>> plot(t,U), hold on

>> fplot(@(t) (uO*cos(cxt)+ul*sin(cxt)/c), [0,10])
>> figure(2)

>> plot(U(:,1),U(:,2))

>> axis equal

@
function y=funkd(t,u)
y=-t*u;

>> [x,U]=myode(@funkd, [0,3],1,1e-3)
>> plot(x,U)

(e)

function y=funke(t,u)
y(1,1)=u(2);
y(2,1)=-13%u(1)-4*u(2)+exp(-t);

>> [t,U]=myode(@funke, [0,10],[1;2],1e-3)

>> plot(t,U)

Ovning 2. Vi betraktar population av bytesdjur (kaniner) som lever tillsam-
mans med en population rovdjur (rdvar). Lat ui(¢) respektive ug(t) beteckna

antalet kaniner respektive réavar vid tiden ¢. En enkel matematisk modell for
populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

uy(t) = aup(t) — buy (t)usa(t)
ub(t) = —cua(t) + duy (t)uz(t)

(4)



Koefficienterna a, b, ¢, d dr positiva. Termen au; (t) representerar netto-fodelse-
dodstalet i en ensam kaninpopulation. Termen —cusg(t) dr motsvarande for ri-
varna. Termen —buq(t)us dr antalet kaniner som blir uppétna per tidsenhet.
Termen duq(t)us(t) dr antalet rédvar per tidsenhet som 6verlever pa grund av
tillgang pa foda.

Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad blir 16sningen om popu-
lationerna #r ensamma (b =d = 0)?

Los Volterra-Lotka-ekvationerna med ditt program myode.m. Lampliga vér-
den dra=.5,b=1,c=.2,d=1. U

Facit

Med b =d = 0 far vi uy(t) = uo1 exp(at), uz(t) = up2 exp(—ct), dvs kaninpopu-
lationen exploderar och rdvarna dor ut.
MATLAB funktionsfil:

function y=volterra(t,u)
a=.5; b=1; c=.2; d=1;
y=zeros(2,1);

y(1)= a*u(1)-b*xu(1)*u(2);
y(2)=-c*u(2)+d*u(1)*u(2);

MATLAB kommandon:

>> [t,U]=myode(@volterra, [0 50],[.5;.3],1e-2);
>> figure(1)

>> plot(t,U)

>> figure(2)

>> plot (U(:,1),U(:,2))
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