TMV151/TMV181 Matematisk analys i en variabel M/TD 201(E|

Ordinira differentialekvationer 2

Vi har anviant Eulers metod for att 16sa begynnelseviardesproblem for ordinéra differentialekvatio-
ner. Vi ska nu studera varianter av denna metod déir man anviinder derivatan v’ 1 hégra indpunkten
respektive mittpunkten av intervallet [t;_1, ¢;].

1.1 Framlinges Euler
Vi har 16st det allmédnna begynnelsevérdesproblemet
u'(t) = f(t,u(t), tE€la,b],
u(a) = uq,
med Eulers metod (framlinges Euler)
Ulto) = ua
U(t;) =U(tic1) + hf(tiz1, U(ti—1)).

Algoritmen kallas explicit dirfor att i varje steg berdknar vi den nya kolonnvektorn U (t;) som en
explicit funktion av ¢;_1 och den forra kolonnvektorn U (t;—1).

1.2 Baklianges Euler
Om vi istéllet utgar fran

M ~ul(t) = f(ti,u(ti))
sa far vi bakldnges Eulers metod:
Ul(to) = uq
U(t;) =U(ti—1) + hf(t;, U(tsy))-

Denna metod édr implicit dirfor att vi maste 16sa ut den nya vektorn U (¢;) ur ett ekvationssystem.
Nérmare bestdmt &r V' = U(¢;) 16sning till fixpunktsekvationen

V =U(ti-1) + hf(t:, V),
dvs
V=gV), medg(V)=U(ti—1)+hf(t;V).

Vi kan 16sa denna med fixpunktsiterationen

Vo =Ul(ti-1),

Vie = g(Vi—1).
Detta fungerar om g ar en kontraktion, dvs L, < 1. Vi kollar detta:

lg(V) = gW)| = |U(ti—1) + hf(t:;, V) = U(ti—1) — hf (ti, W)||
= |hf(t:, V) = Rf(te, W)l = Rl f(t:, V) = f(t, W)|| < WL ||V = W]

Detta betyder att

Ly <hL;<1,
dvs vi har en kontraktion, om steget véljs tillrackligt litet:

h < l/Lf.
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1.3 Mittpunktsmetoden

Om vi istéllet utgar fran

u(ti) — u(ti,l)
h

~u/ (b)) = f(Euty), = (ti1 +t:)/2,
sa far vi mittpunktsmetoden
U(to) = Ugq

U(t:) =U(ti—1) + hf(

tio1+t U(tic) + U(ti))
2 ’ 2 '

Denna metod &r ocksa implicit: den nya vektorn U(t;) fas genom att 16sa fixpunktsekvationen

ti1+1t; U(ti_l)JrV). (2)

V:U(t,;_l)Jrhf( ==, :

Detta fungerar om $hL; < 1.

Implementering i MATLAB

Algoritmen &r

. to =a
Initiera:
U(to) = Ugq

while ¢; < b
ti=ti_1+h
16s ekvation
Ult)) =V

uppdatera:

Ekvation l6ses hér med algoritmen (fixpunktsiteration, en inre while loop)

V=U(ti—1)
while e > tol
W=V

tio1+t; Ulti- \%
V:U(ti_l)—Fhf(Zl—i_z, (bimy) + )
2 2
e=|V-Ww|
Enklare &r att anropa funktionen fixpoint fran tidigare kurs. Da skriver man bara
>> U(:,i)=fixpoint (@(V) method(t(i-1),t(i),U(:,i-1),V,h),U(:,i-1),tol);

dér method &r hogerledet i bakat Euler resp mittpunktsmetoden skriven pa “fixpunktform” enligt
ovan. Lagom viirde pa toleransen #r h3 eftersom det lokala felet i U(t;) #r ungefir h3 for mitt-
punktsmetoden.

P4 liknande sétt kan man implementera baklinges Euler. Lagom virde pa toleransen #r h2
eftersom det lokala felet i U(t;) #r ungefir h? for Eulers metod.

Ovning 1. Skriv programmen myode1 .m och myode2.m med baklinges Euler respektive mittpunkts-
metoden. (Se facit myodel.m och myode2.m. Man kan dven anviinda Newtons metod for att 15sa
ekvation , se programmen ode_cgl.m och |ode_dg0.)

Prova programmen pa samma begynnelsevirdesproblem som i férra évningen, inklusive Volterra-
Lotka. Notera speciellt skillnaden i beteende mellan programmen pa exempel (c). O



http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/my_ode1.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/my_ode2.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/ode_cg1.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/ode_dg0.m

1.4 MATLABs egna ODE-16sare

MATLAB har flera program som léser ODE med samma anrop som myode.m utom att man inte
behover ange steget; det viljs adaptivt av programmet. Till exempel,

>> [t,U]=0de23(f,I,ua)
>> [t,U]=o0ded45(f,I,ua)
>> [t,U]l=o0del15s(f,I,ua)

Prova dessa program pa samma exempel som ovan. Notera hur steget viljs genom att bilda
h=diff (t).



	Framlänges Euler
	Baklänges Euler
	Mittpunktsmetoden
	Matlabs egna ODE-lösare

