Larande mal

LM1 - kunna definiera och manipulera elementéara funktioner och algebraiska utryck; LM2 - forklara begreppen
derivata; LM3 —forklara begreppen integral; LM4 — férklara kopplingen mellan derivata och integral; LM5 — kunna
I6sa enklare differentialekvationer; LM6 — approximera funktioner med polynom samt framstalla dem som
potensserier; LM7 —kombinera kunskaper om olika begrepp i praktisk problemlésning

Innehall (olika moduler)

komplexa tal

M1 - elementéra funktioner; M2 — gransvardesbegeppet; M3- kontinuitet for reella funktioner; M4 - deriverbarhet
for reella funktioner; M5 — medelvardessatsen; M6 - Taylorutvecklingar och approximationer av funktioner; M7 —
Riemannintegralen; M8 - primitiva funktioner och kopplingen till integraler; M9 - tillampningar av
intregralberakningar pa volymer av kroppar och langden av kurvor; M10 - enklare differentialekvationer; M11

W1: dugga 1 grunder (1p, avrundning med G/U)

W2: dugga 2a/b gransvarden/kontinuitet (0.75/0.25p,
avrundning med G/U)

W3: dugga 3 — derivata (1p max)

Wa4: dugga 4 (0.5p max) — derivata tillampningen

L1 bakgrund/mangder

- mangder (objekt som delar egenskaper: OO class)
- manger av tal

- reella talen

... decimal form med/utan upprepning

... med icke upprepning

- egenskaper av tal: algebra, varfor ar (-1)(-1)=17?,
kvadreringsregeln, konjugatregeln

L1 grénsvardet: grunder

¢ hoger, vanster, tvasidig, andlig, oandlig

e inre punken, kant punkter

e egenskaper och relationen till de reella talen
- lim (f+g)=limf+lim g
- lim (f/g)=lim f/lim g
- lim(f&)= (lim f)'me

RO1 gransvirden

L2 bakgrund/funktioner

- enkla olikheter: det gar att ordna alla tal i R ,tal linje

- att arbeta med olikheter

- mangder i R: enkla intervaller

- mangder i RxR

... Kartesiskt koordinatsystem

... enklare former i RxR (linjer, cirklar, diskar, halvytor,
kombinationer av dessa)

- funktioner och deras grafer: linjer, parabola, 1/x, |x|
- operationer med funktioner f+g, f*g, f/g

- exempel pa olika funktioner

... polynomer (operationer, noll-punkter)

... trigonometriska funktioner (definition, grafer, varden
for speciella vinklar, periodicitet egenskaper, symmetri
egenskaper, sin(a+b), cos(a+b)

L2 gransvardet tillampningar: kontinuitet
e definitionen och betydelsen

- tvasidig

- vanster

- hoger

- for inre punk

- for kant punkter

- Over en intervall

- 6ver doman
e exempel 1/x:

- icke kontinuerligi R

- kontinuerlig i R\{0}
e enkla grafiska exempel
e tekniker att konstruera kontinuerliga funktioner
RO2 kontinuitet

L3 bakgrund/funktioner

- funktioner: sammansatta funktioner

- inversfunktionen: “branches”, grafen

- speciella inversfunktioner: arcTRIG

- komplexa tal: definitionen, operationer, polarformen,
konjugat, Re/Im funktioner, avstand fran origo

L3 derivata grunder

e bilen som sparar ur
- hitta tangenten till f(x)=x*ix=1,y = kx + ¢
- gissa k for x=0, +/- f6r andra x
- tabellen Af /Ax

2_42
- rakna gransvardet nar: lim Qrh)-1
h—0 h
e olika definitioner av derivata
, . fxe+h)—fx) . fw)—f(x)
f'(x) = lim = lim
h—0 h wox w—Xx

¢ rdkna enkla derivata fran definitionen
- f(x)=1, x, X%, X", Vx
e den grafiska meningen: tangenten till f(x) in en punk
e linjar approximation i en punk: f(x) = kx + ¢
e hoger/vanster derivata
e derivata i kantpunkt vs inrepunkt

L1 tekniker att hitta derivata
o differentialkalkyl

- skillnaden mellan Ax och dx, mellan Af och df

-df = f'(x)dx

- "algebra” med fornedringar df

- d(x*+x3)=2xdx+3x?dx, da+da*=da, da+da db=da etc
e derivata regler

-summad(f +g) =df +dg

- produktd(fg) =df g+ f dg

f df g-f dg
- kvot d (E) = g—z
- kedjeregel: derivatan av sammansatta funktioner

flg) = £'(90())g' (x)

e kedjeregel i differential notation: 4 _4rdg

dx dg dx
e kedjeregel anvandningsexempel:
-(1 4201, (1 + )0, .
e viktiga satser: medelvardessats
RO1 kedjeregel och implicit derivata évningar
e ADAMS kedjeregel évningar
e ADAMS medelvardesatsen
L2 tillampningar av kedjeregeln och implicit derivata
e derivata av implicita funktioner: F(y,x)=0 — y=f(x)
e vanliga implicita funktioner: f(x)? = x, f(x)" = x,
sinf(x) =x
e derivatan av inversfunktioner
- principer: f(f71(x)) = x

- dy dx
- hur man anvander regeln D _q
dx dy

e tillampningar: rakna derivatan av x/", vx, x™"

RO2 kedjeregel och implicit derivata évningar

e ADAMS 2.9 implicit derivata 6évningar

e tangenter/normaler med implicita funktioner

e analys av aktuella komplicerade tenta fragor

L3 derivata av komplicerade funktioner:

trigonometriska funktioner

e derivata bevis for sin’(x)=cos(x)

e derivata av cos(x) fran derivata av sin(x): kedjeregeln

e derivata for cos(x) med implicit derivata: sin’x + y?=1
och y=cos(x)

e derivata av tan(x), cot(x)

e derivata av arcTRIG(x) med implicit derivata: sin y=x
och y=arcsin(x)

L1 derivata av komplicerade funktioner: exp och log
e a* och log.x
- definition
- egenskaper
e derivata bevis for e*
e derivata av a*®
e derivataavinx
e derivata av loga(x)
RO1 komplicerade derivata med varierade tekniker
- x8® derivata
- derivera (MVG):
ﬂ) 2 1 T
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L2 komplicerade limes med In x, exp x, och polynomer

- limes fal genomgang

- L'Hopital genomgang
RO2 komplicerade limes som gér inte att rikna utan
derivata
e komplicerade limes (exp mot polynom, log mot polynom,...)
e 'Hopital 6vning komplicerade limes; berdkna limes (om det

finns, MVG, vem tavlar med vem?):
1

. 1 +sine +x . e = . Inz?
lim lim —
r—o0 2+ Inx

e T—00 marctanm
7

m .
r—0+ 12 ,
L3 Approximationer med polynom (rena Taylor)
e exempel av linjar approximation

- fel analys

- kan man gora battre?

e Ja: Taylor utveckling
e att approximera funktioner med polynomer
e Stora O notationen




WS5 skulder, derivata diskussion, analysera grafer,
Riemann integral

W6: dugga 5 (1p max) - integraler

W?7: dugga 6 (0.5p max) — komplexa tal

W8 sammanfattning

L1 approximationer med potensserier (potens x
Taylor)
e principer for att approximera i form

f(x) = x%(ag + a;x + )

e aterkoppling till gransvarden som vi raknade tidigare:

varfér lim (vVx + 1 — x) finns

X—co

e Taylor utveckling i x = co &r samma som Taylor
utveckling i% =0

RO1 approximationer

e derivata dilemman, approximationer: kring andligt x,
oandligt x, aterkoppling till gransvardena,
aterkoppling till L'Hopital

L2 ytterligare derivata tillampningar

e numerisk l6sning av ekvationer (Newton-Raphson)

e at rita och analysera grafer med hjalp av derivata

sneda asymptoter

speciella punkter (KP, RP, SP)

optimerings kriterier (f'=0, >0 eller f’<0)

fran graf till derivata och tillbaka

e deriverbar i hela intervallet utom i en punkt
- samma idéer som i situationen: f kontinuerlig i hela

intervallet utom i en punk, gar det att fixa?
- ex: justera parametrar sa att funktionen blir
deriverbar i ett intervall, punkt, etc.

e procent andringar, “kanslighets analys”

RO2 rita grafer

e Asymptoter (H, V, sned), kritiska punkter, singulara
punkter, extrema varden, optimering: f’(x) test

L3 Riemann integral idén

e definition som ytan under grafen

e exempel: ytan under en linjar funktion; vad hander
nar man forfinar partitionen

o olika satta att approximera integralen: L, U, och R
summor och deras relation

e satsen: om L=U => R finns, och tvartom

e villkor for att integralen finns

¢ Problem med Taylor utveckling och hur man kan fixa
det med interpolation: approximera funktion om
f(x;) ar kand for nagra punkter, tex. for i=1,2,3 men
inte derivata; galler analys principer da?

L1 integrations tekniker
e analytiskt angrepps satt: analysens huvudsats
(relation mellan integral och primitiv funktion)
o tekniker for att hitta den primitiva funktionen:
- gissa
- om man kan gissa en del av integralen anvand
partiell integration
- substitutionstekniker
e numeriskt angrepps satt:
- trapezregel
- Simpson regel
- vad betyder “kvadratur”
- feluppskattning: vad betyder O(h) eller O(h?)?
RO1 integrations tekniker (obestimda integraler)
o [ Py(x)dx
e partiellintegration
e enkel variabel substitution
o [ Pu(x)/Qm(x)dx
L2 Tillampningar av integraler: langder av kurvor i 2D,
ytori 2D
e |angder av kurvor i 2D
- Principer: hur raknar man dI?
- Exempel: en kvart av en cirkel med radie r
e ytor i 2D med granser som beskrivs av funktioner
e Centrum av massan i 2D
RO2 Tillimpningar av integraler
e ytor, volymer, langder, centrum av massan
L3 Tillimpningar av integraler: ytor och volymer i 3D
som definieras med roterande funktioner
e ytor som definieras av roterande funktioner
- Principer: hur rdknar man dS? Dela i sma ytor och
integrera
- lara sig forkasta oviktiga termer: hur vi vet att vi kan
byta f(x + dx)dh mot f(x)dh
- hur man anvander “receptet”
- Exempel: cylinder, kon, paraboloid
e volymer som definieras av roterande funktioner
- Principer: hur raknar man dV?
- Exempel: kon, paraboloid, cylinder

L1 enkla differentiella ekvationer
e linjara differentiella ekvationer
- koefficientfunktionerna: a(x), b(x), c(x):
a(x)y’(x)+b(x)y(x)=c(x)
- homogen/icke homogen diff ekvation
- tekniker
e andra grad med konstanta koefficienter
- tillampningar till mekaniken: tolkningen av
randvillkor
- mallen y = e?* och den karakteristiska ekvationen
(polynomet) med reella I6sningar A, och A,
(komplexa l6sningar analyseras under L2)
RO2 diverse 6vningar
e integraler
e enkla differentiella ekvationer
L2 Komplexa tal och tillampningar
e grunder:
- definition: z=x+iy
- algebra: z,z,, z, /2,
- tekniker: Re, Im, z och z*, |z|? = z z*
e Euler formeln "bevis”: e = cos @ + isin@
e polar form av det komplexa talet: z = re®
e samband mellan trigonometriska och hyperboliska
funktioner: e” = e*(cosy + isiny)
¢ algebraiska ekvationer med komplexa tal: hitta hogre
rotter, hitta andra roten, omvandla mellan x+iy och
den poldra formen

(4—3i)2* — 252+ 31— 17i =0

22— 2v/2iz — 2V/3i =0

22— (342)2+5+i=0

RO2 Ovnings tenta: 2x45 minuter

Vi tranar for den riktiga tentan. Liknande problem, med
det enda skillnaden att har man kan fraga sin granne for
hjalp eller lararen, plus att man kan ha allt man vil ha.
L3 tentamen genomgang

e exempel av rattade tentamen visas

- "positiva” exempel diskuteras
- "negativa” exempel diskuteras

L1 sammantagning

e kan det finnas en funktion som ar definierat for alla R men
inte kontinuerlig nagonstans?

e kan det finnas en funktion som ar bara kontinuerligi en
punkt?

e ar en funktion som ar kontinuerlig i a deriverbar i a?

e dr en funktion som ar deriverbar i a kontinuerlig i a?

e maste en funktion som &r kontinuerlig i a vara kontinuerlig i
ett litet intervall kring a?

e maste en funktion som &r kontinuerlig i a vara deriverbar i
ett litet intervall kring a?

e Kan det finnas en funktion som ar kontinuerlig 6verallt men
inte deriverbar nagonstans?

e mojliga tillampnings scenario for framtiden

o aterkoppling till larandemal




