Institutionerna for
Teknisk fysik och Fundamental fysik
Chalmers tekniska hogskola
Goteborg

KVANTFYSIK

DEL 2




Chalmers tekniska hogskola, 2010



INNEHALLSFORTECKNING

XI APPROXIMATIONSMETODER
11.1 Variationsmetoden . . . . . . . . . . . .. e

11.2 Storningsrakning . . . . . .. ..o

XII ELEKTRONENS SPINN
12.1 Experimentell bakgrund . . . . . . .. .. oL Lo
12.2 Spinnhypotesen . . . . . . . .. L e e e e e
12.3 Spinnbankoppling . . . . . . ..o
12.4 Addition av rérelsemingdsmoment . . . . .. .. ...l
12.5 Formeln for finstrukturuppsplittringen . . . . . . .. .. ... L L.

12.6 Den allmanna zeemaneffekten . . . . . . . . . . . . . .. ...

XIII VAXELVERKAN MELLAN ATOMER OCH ELEKTROMAGNETISK...

13.1 Lagsta ordningens tidsberoende stérningsteori . . . . . . . . . .. ... ... oL,
13.2 Harmoniskt tidsberoende stérning och “gyllene regeln” . . . . . .. ... ... ...
13.3 Specialfallet med tidsoberoende stérning . . . . . . .. ... .o

13.4 Vixelverkan mellan en bunden elektron och det elektromagnetiska stralningsfaltet

XIV ENKEL TEORI FOR FLERELEKTRONATOMER
14.1 Centralfiltsapproximationen . . . . . . . . . . . . .. oL oo e e
14.2 Identiska partiklar och pauliprincipen . . . . . . ... ... oL L.

14.3 Grunddmnenas elektronstruktur. . . . . . . . . . . ...

XV SPEKTROSKOPI
15.1 Karakteristiska rontgenspektra . . . . .. .. ... oL o oL
15.2 Alkalimetallernas optiska spektra, . . . . . . . . . ... ..o
15.3 Rontgenfotoemission (ESCA) . . . . . . . . .. .. .. L

XVI TERMUPPSPALTNING
16.1 Rorelsekonstanter i centralfiltsapproximationen . . . . . . . . ... ... .. .. ..

16.2 Termuppspaltning vid LS-koppling . . . . . . . . ... ... ...

—

c =~ ot !

10
12
13

15
15
16
19
19

22
22
24
25
27
28

31
31
33
36



16.3 Tillatna LS-termer for ndgra olika konfigurationer. . . . . . . . .. ... ... ... 43

16.4 Hunds regler . . . . . . . . . . e 47
16.5 Termuppspaltning vid j-j-koppling . . . . . . . . .. ..., 47
16.6 Urvalsregler . . . . . . . . . L e e 49
XVII TILLAMPNING PA HELIUM 50
17.1 Grundtillstdndets energi . . . . . . . . .. ... 50
17.2 Termuppspaltning for det ligsta exciterade tillstandet . . . . . .. ... .. .. .. 53
17.3 Heliums spektrum . . . . . . . . . . .. e 54
XVIII MOLEKYLFYSIK 57
18.1 Kemisk bindning . . . . . . . . ... 58
18.2 Olika bindningstyper . . . . . . . . . . . L e 59
18.3 Elementéar diskussion av vagfunktionens foréndring vid bindning . . . . . . .. .. 59
18.4 Vatemolekyljonen . . . . . . . . ... 62
18.5 Vitemolekylen; repulsion mellan heliumatomer . . . . .. ... ... ... ..... 64
18.6 Klassificering av tillstanden for tvaatomiga molekyler. . . . . . .. ... ... ... 66
18.7 Molekylorbitaler . . . . . . . . .. .. 67
18.8 Bindning i tvaatomiga molekyler . . . . . ... ... L Lo 69
18.9 Hybridisering . . . . . . . . . ... L 71
18.10 Dubbel och trippelbindningar . . . . . . .. . ..o L oL 72
18.11 Molekylers dynamik . . . . . . . . .. . 75
18.12 Rotations- och vibrationsrorelse i tvaatomiga molekyler . . . . . . ... ... ... 75
18.13 Molekylspektra . . . . . . . . . L 78
18.14 Avslutande kommentar . . . . . . . ... Lo 80

ii



XI APPROXIMATIONSMETODER

Vi har tidigare studerat den tidsoberoende schrodingerekvationen for vissa speciella potentialer,
t ex den harmoniska oscillatorpotentialen och coulombpotentialen. I dessa fall har det visat sig
mojligt att 16sa ekvationen exakt, men for mera allminna potentialer kan man i regel inte finna
exakta 16sningar. Man tillgriper da olika approximationsmetoder, och vi skall hir studera nagra
av dessa.

11.1 Variationsmetoden

Detta &r en metod som lampar sig bést for att bestdmma grundtillstdndet. Variationsmetoden
grundar sig pa konstaterandet att grundtillstdndets energi dr den ldgsta energi systemet kan ha.
For en given hamiltonoperator H kan ekvation (10.10) anvindas for den olikhet, som &r grun-
den till variationsmetoden. Erséttes varje energiegenvarde i (10.10) med det lagsta, dvs det for
grundtillstandet, Eq, far man olikheten

(H) > Eo Y _|Cil*.
=1

Eftersom ekvation (10.8) géller for en normerad funktion ¥, blir olikheten
(H) > Ey.
Nar ¥ inte dr normerad, kan detta uppenbart skrivas som

[ &3 *(r)HE(r)
TEr o @muE) = oo

Variationsmetoden anvinds normalt pa foljande sitt. Med ledning av utseendet pa H “gissar” vi
oss till en rimlig form pd vagfunktionen i grundtillstandet, sdg u(r,a, 8,7,...). Har ar «, 8, 7, . ..
ett antal parametrar vars virden vi vill bestimma s att u blir si lik den exakta vagfunktionen
som mojligt. For att komma sa nira det sanna grundtillstandet som majligt bor vi darfor vilja
parametrarna sa att vintevirdet

— fd3ru*(r7a7ﬂ777"')HA-u(r7a7ﬂ7’y7"')

L) =(H) = 11.1
f(a’IB,’y’ ) < > fd3ru*(r’a’/85’y7"')u(rﬂaﬂﬁﬂr)/’"') ’ ( )
blir s& litet som mgjligt. Detta medfor att
of oOf
—=—==...=0. 11.2
Oa 0p 0 (112)
I allménhet har dessa ekvationer flera 16sningar, och man véljer d& de véarden pa «, 3, ... som ger

minsta virdet pa f = (H), som inte kommer att vara mindre #n grundtillstindets energi Eo.

11.2 Storningsrakning

En vanlig situation r att hamiltonoperatorn har formen
H=Hy+Q, (11.3)
dir Ho ir en relativt enkel operator, vars egenvirden och egenfunktioner kan berdknas exakt,

Hyv,, = ET(LO)Un- (11.4)



Néarvaron av “storningen” Q gor emellertid att vi inte kan finna exakta l6sningar till schrédingerek-
vationen med den fullstdndiga hamiltonoperatorn H. I vissa fall kan man finna en 16sning genom
att gora ansatsen

U= Zamvm, (11.5)
och bestdmma koefficienterna a,,, ur villkoret
Hu = Eu. (11.6)
Detta leder till
ﬁZamvm = EZamvm. (11.7)
m m

Multiplicera nu fran vanster med v}, och integrera, sa erhalles

/v: ﬂZamvm &Br = /v: EZamvm d3r = Ea,,. (11.8)
m m

Om vi kastar om ordningen mellan integration och summation i vénstra ledet kan vi skriva

> Hpypmam = Eay, (11.9)

dar vi har infért det s k matriselementet H,,,

Hpm = / vX Hoy, dr. (11.10)

Om vi skriver ut ekvation (11.9) for olika n far vi systemet

n=1: (Hu—E)a1+H12a2+H13a3+...:O
n=2: H21a1 + (H22 - E)az + H23a3 +...=0 (1111)
n=3: H31a1+H32a2+(H33—E)a3+...:0

Enligt teorin for ekvationssystem maste koefficientdeterminanten uppfylla villkoret

Hy, -F His His
H21 H22 —F H23 P
Hay Hsy Hyz—E ...|=0, (11.12)
om icke-triviala l6sningar skall existera. Denna ekvation ger energiegenvirdena F;, Es, ..., och for
varje viarde pa E fas en uppséttning a;, az, ..., d v s motsvarande egenfunktion. Forutsidttningen

for att denna losningsmetod skall vara exakt dr att ansatsen (11.5) &r riktig, vilket enligt vad
vi larde oss i avsnitt 10.1 i allminhet innebdr att man méaste ta med ett odndligt antal termer.
Determinanten i ekvation (11.12) blir d& ocksa odndlig, och ekvationen blir i praktiken omgjlig att
hantera. Om vi ddremot sidnker ambitionsnivan och endast sdker approximativa l6sningar kan vi
ndja oss med ett dndligt antal termer i ansatsen (11.5). Man far da fran fall till fall pa basis av
fysikalisk forstaelse avgora vilka termer som man bor ta med.

Ovannidmnda 16sningsmetod kan, atminstone i princip, anvéindas oavsett om stérningen Q &r stor
eller liten. I manga teoretiskt och praktiskt intressanta fall géller dock att Q) &r liten, eller mera
precist uttryckt att bidraget fran Q till vintevirdet av H dr mycket mindre &n bidraget fran Hj.
Problemet kan da 16sas med s k storningsrakning. Vi utgar liksom forut fran att vi har 16st
problemet Hov,, = E,(zo)vn, och att uppgiften #r att 16sa ekvation (11.6) med H = Hy + Q. Vi
satter nu . . . .

H =Hy+ Q= Hy+ A&, (11.13)



dar A dr ett litet och reellt tal, vilket vi i fortsdttningen betraktar som en variabel. Vi kan da
utveckla egenvirdena och egenfunktionerna i potenser av A:

B =E2 +AB" + XE? + ...

11.14
u; = vl(o) + /\vl(l) + /\2vl(2) + ... ( )

Vi har hir valt att beteckna de “ostérda” egenfunktionerna, svarande mot A = 0, med vl(o) i

stillet for som tidigare v;. Motsvarande energier betecknas liksom férut med El(o). Insdttning i
schrodingerekvationen ger nu

(ro + )\(IJ) (vl(o) + /\’Ul(l) + )\2Ul(2) +.. ) =

) , ) , (11.15)
- (El(o) +AEN + X2 B +...)(vl(0) + a0l 4 A% +...),
Hov® + A [d)vl(o) + I?ofu,(l)] + A2 [awl(l) + ﬂovl(z)] +...=
(11.16)

= El(o)vl(o) + )\[El(l)vl(o) + El(o)vl(l)] + A2 [El(Z)vl(O) + El(l)vl(l) + El(o)vl@)] +....

Om denna relation skall gilla for godtyckligt A méste koefficienterna for de olika potenserna av A
vara lika var for sig, d v s

A0 fIOUl(O) = El(o)vl(o), (11.17a)
ALs o Hoo 4 o0 = BV + By, (11.17b)
A2 rovl(z) + ciwl(l) = E;Q)vl(o) + El(l)vl(l) + El(o)vl(Q). (11.17¢)

Eftersom ett godtyckligt tillstand alltid kan skrivas som en superposition av stationéra tillstand
kan vi speciellt vilja att uttrycka det storda tillstandet i de ostérda stationdra tillstanden

vl(l) _ Zag)vgo), vl(2) — Za%2)1,£0)_ (11.18)
n#l n#l

Inséttning i ekvation (11.17b) ger da

H, Z aPo® + c?wl(o) = El(l)vl(o) + El(o) Z aMy®, (11.19)
n#l n#l
varefter multiplikation med ’U,(CO)* och integration ger
S B (kin) + R B + B0 Y all) (ki) (11.20)
n#l n#l

Vi har har infort det forkortade skrivsattet

<k|l> = /’UI(CO)*’Ul(O) d3r = Okl

dar den sista likheten uttrycker ortogonaliteten hos vl(o), och
(klo|l) = / v o dPr = wyy. (11.21)
Om k =1 ger ekvation (11.20)
. 1,4
EY = (1|ef1) = ), (11.22)
och om k # 1 far vi
aVEQ + (ko)) = EValV. (11.23)



Vi har ddrmed funnit forsta ordningens approximation energiegenvéirdena och egenfunktion-
erna:

E=EY+@o) =+ | , (11.24)
(K|Q1)
— 0 (0)
=v’ + (11.25)
l kzﬂ EO _g0 "

P4 liknande s&tt kan vi ur ekvation (11.17¢) hirleda ett uttryck for andra ordningens approxima-
tion. For energiegenvirdena, finner vi resultatet

Q1 Qg

E=E”+u+Y E9 _EO
k

kL

(11.26)

Eftersom ndmnarna i ekvationerna (11.25) och (11.26) innehéller energiskillnaderna mellan olika
stationdra tillstand forutsidtter metoden egentligen icke-degenererade egenviarden. Ofta fungerar
den emellertid ocksa i det degenererade fallet genom att matrisen (Y &r sddan att de “farliga”
termerna innehaller nollor i téljarna. Dessa termer kan da helt enkelt uteslutas. I sjilva verket &r
det alltid majligt att valja de ostorda egenfunktionerna sa att detta intraffar, men vi avstar har
fran att g& ndrmare in pa denna si kallade degenererade stornings-rakning.



XII ELEKTRONENS SPINN

I var behandling av vateatomen fann vi att atomens tillstdnd kan beskrivas med hjilp av tre
kvanttal: huvudkvanttalet n, bankvanttalet I och det magnetiska kvanttalet m. Vi konstaterade
ocksa att en liknande beskrivning dr approximativt tillimplig dven {6r atomer med flera elektroner,
om en av elektronerna ror sig pa ett visentligt storre avstand fran kdrnan dn de andra. Sadana
“enelektronatomer” ar framfor allt alkaliatomerna Na, K, etc, men i manga sammanhang kan
ocksa ddelmetallatomerna Cu, Ag och Au behandlas pa detta sétt. Detsamma giller om vissa
joner, sddana som Mgt och Al%+.

Man fann tidigt att ovanndmnda beskrivning av enelektronatomer inte &r helt fullstindig. For
att forklara vissa experimentella resultat tvingades man infora ytterligare ett kvanttal, svarande
mot en inre frihetsgrad hos elektronen. Denna nya egenskap hos elektronen fick namnet spinn
eftersom den nirmast till hands liggande klassiska tolkningen dr att elektronen roterar kring sin
axel och alltsa har ett inre rorelsemingdsmoment och ett inre magnetiskt moment. Denna klassiska
bild &r emellertid i vissa avseenden missvisande, och i grunden maste man betrakta elektronens
spinn som ett rent kvantmekaniskt fenomen utan klassisk motsvarighet. Innan vi gar in pa en
mera detaljerad framstallning skall vi forst ge en kort oversikt 6ver de experimentella fakta som
tvingade fram spinnhypotesen.

12.1 Experimentell bakgrund

Det var framfor allt tre fenomen som visade att nagot saknades i den enkla teorin: a) finstrukturen
i optiska spektra, b) den sé kallade anomala zeemaneffekten, och c) resultatet av ett experiment
utfort ar 1922 av Otto Stern och Walther Gerlach.

a) Finstrukturen i optiska spektra

Om man anvinder mitinstrument med tillrickligt god upplsning finner man att de flesta lin-
jerna i atomara spektra i sjilva verket bestar av tva eller flera mycket titt liggande komponenter.
Man kallar denna uppspaltning av linjerna for finstruktur och komponenterna siges bilda “mul-
tipletter” (dubbletter, tripletter etc). Det mest kidnda exemplet dr kanske den gula sa kallade
D-dubbletten i natriums spektrum, vilken bestar av tva komponenter med vaglédngderna 589.0 och
589.6nm. Aven i viteatomens spektra finner man en sddan finstruktur, fastin uppspaltningen har
ar mindre &n for natrium. Finstrukturen forklaras inte i Bohrs atommodell och inte heller i den
kvantmekaniska behandlingen, baserad pa schrédingerekvationen, som vi tidigare genomfort.

b) Zeemaneffekten

I samband med den allminna diskussionen av centralrorelse fann vi att en elektron med laddningen
—e, som 10t sig i en sluten bana, enligt klassisk fysik ger upphov till ett magnetiskt moment pb2"
vars storlek &r

uten = -E2L, (12.1)
dir pup dr Bohrmagnetonen (up = eh/2m.) och L elektronens rorelseméngdsmoment. I nérvaro
av ett magnetfilt med flédestdtheten B, riktad lings z-axeln, far elektronen darfér en potentiell
energi som anges av formeln
usB
R
Som vanligt kan vi direkt ta 6ver det klassiska uttrycket for energin till kvantfysiken, men ingdende
storheter méaste behandlas kvantmekaniskt. Det betyder i detta fall att L, i ovanstdende ekvation
endast kan anta vardena m;h, dar m; = =, =l + 1,..., 1 — 1, 1. Vi anvander hir beteckningen
my i stallet for m som beteckning for det magnetiska kvanttalet, eftersom vi strax kommer att
introducera ytterligare ett m-kvanttal, associerat med elektronens spinn. Ur ekv (12.2) finner vi
alltsa att energitillskottet pa grund av vaxelverkan med det yttre magnetfiltet ar

AFE = ,uBBml, m; = —l, -1+ 1,..., l— 1, l. (123)

VB = —uba’n . B = (122)



Varje energiniva uppsplittras saledes av magnetfaltet i 2141 nivéer, vilket leder till en motsvarande
uppsplittring av linjerna i atomspektra. Man fann emellertid att den experimentellt observerade
uppsplittringen stdmde med ekv (12.3) endast i vissa speciella fall (normal Zeeman-effekt) medan
man i andra fall fann avvikelser bade i fraga om antalet linjer och deras inbordes avstind (anomal
zeemaneffekt). Detta pekar ju ganska klart pa att det i atomerna existerar magnetiska moment
som inte har att gora enbart med elektronernas banrérelse.

c¢) Stern-Gerlachs experiment

Vi har just sett att man kan f& information om en atoms magnetiska egenskaper genom att un-
dersoka hur dess spektrum &ndras i nirvaro av ett yttre magnetfalt. Ett annat och mera direkt
sitt att fa sddan information &r att studera hur atomen ror sig i det palagda magnetféltet. Enligt
klassisk fysik géller att atomen paverkas av en kraft som bestdms av gradienten av den potentiella
energin V. Med hjilp av ekv (12.2) finner vi att kraften ar

_ kBB \ _ psL.
h z h

F=-VVg= v( VB, (12.4)
dar vi forutsatt att flodestdtheten B ar riktad langs z-axeln for alla punkter i atomens bana. Man
ser att om magnetfaltet 4r homogent sa ar kraften noll (ddremot paverkas atomen av ett vridande
moment som gor att dess magnetiska moment p precesserar kring magnetfiltets riktning). For
att fa en nettokraft som &ndrar atomens bana maste magnetfiltet géras inhomogent sa att VB &r
skild fran noll. Ett sadant experiment utfordes férsta gangen ar 1922 av Stern och Gerlach, och
deras experimentanordning visas schematiskt i figur 12.1.

Detektor

Magnet

Kollimator
Atomkiilla

Figur 12.1

En strale av silveratomer fick passera mellan polerna pa en lampligt utformad magnet och atom-
erna detekterades da de efter passagen triffade en skirm. Av ekv (12.4) framgar att kraften pa en
atom beror av rérelseméingdsmomentets komponent L, och eftersom atomerna i stralen kan antas
slumpmassigt orienterade vintar man sig enligt klassisk fysik en kontinuerlig breddning av stralen.
Enligt kvantfysiken kan emellertid L, endast anta vardena m;h, dar m; = —I, —I+1,..., -1, 1, och
man vantar sig darfor en uppsplittring av stralen i 2]+ 1 diskreta komponenter. Vad Stern och Ger-
lach fann var att stralen uppsplittrades i tva diskreta komponenter, vilket var mycket férbryllande.
Det skulle ju nimligen svara mot att [ = 1/2, fastin vi vet att banrdrelsemingdsmomentets
kvanttal [ maste vara ett heltal. I sjdlva verket borde man for silveratomer inte vénta sig nagon
uppsplittring alls, eftersom de allra flesta atomerna i stralen maste befinna sig i sitt grundtillstand,
vilket for silveratomen svarar mot [ = 0. Aterigen ser vi att de experimentella resultaten antyder
att det i atomerna finns andra magnetiska moment dn de som kommer av banrérelsen.



12.2 Spinnhypotesen

For att forklara de ovanndmda experimentella resultaten gjorde Uhlenbeck och Goudsmith antag-
andet att elektronen har spinn, d v s ett inre rorelsemangdsmoment S och ett ddrmed associerat
inre magnetiskt moment pSPi"™. Spinnets storlek och riktning anges av tva kvanttal, s och m,,
pa samma sétt som banrdrelsemingdsmomentet L anges av kvanttalen [ och m;. Det betyder att
de mdjliga virdena for spinnets belopp och dess komponent lings en godtyckligt vald z-riktning
bestams av uttrycken

S% =s(s+ 1)R*|, (12.5)

|S. =m,h , (12.6)

For elektronen géller att kvanttalet s alltid har vérdet 1/2, och man séger att elektronen har “spinn
en halv”. Det existerar ocksa partiklar med “spinn noll” (t ex m-mesoner) och “spinn ett” (t ex
fotoner). Kvanttalet ms kan i analogi med m; ta viardena —s, —s + 1,..., s, och for elektronens
del finns alltsé bara de tva mojligheterna my = +£1/2. Ofta talar man om dessa tva alternativ som
“spinn upp” respektive “spinn ned”. Vi har tidigare visat att de stationdra vagfunktionerna for
en partikel i ett centralkraftsfalt kan skrivas pa formen

\I’nlmz (I‘) =Ry (T)YEMI (67 (P)a (127)

men vi maste nu komplettera dessa funktioner sa att de ocksa ger information om partikelns
spinntillstand. Formellt gor vi detta genom att skriva

lI’nlsmzmS (1‘, U) =Ry (T)Y;mz (07 @)Xsms (0') (128)

dar xsm, (o) ar “vagfunktionen i spinnrummet”. Vi avstar hér fran att behandla den formella teorin
for sadana spinnfunktioner och néjer oss med konstaterandet att de ar funktioner av partikelns
inre frihetsgrader, symboliserade av variabeln ¢. For fortséttningen behdver vi bara hélla i minnet
att xsm, (o) definitionsméssigt beskriver ett tillstand med bestdmda véirden pa s och mg och alltsd
uppfyller egenvirdesrelationerna

S2Xsms (U) = 5(3 + 1)h2Xsms (U) s (12'9)
ngsms (U) = mshXsm, (U) s (12.10)

Man bor lagga marke till analogin med motsvarande relationer f6r operatorerna L2 och L, verkande
pa klotytefunktionerna, dven om analogin haltar en smula genom att kvanttalet s i motsats till [
endast kan anta ett enda vérde (ofta bryr man sig darfor inte om att explicit skriva ut s, om det
inte dr nédvéndigt). Lat oss ocksa papeka att partikeln inte ndédvandigtvis maste befinna sig i ett
tillstind med ett bestdmt virde pd mg (eller pa n, I och m;), utan vi kan pé vanligt sitt bilda en
allmén vagfunktion som en linjarkombination av tva eller flera av funktionerna i ekv (12.8).

Nar spinnhypotesen infordes tdnkte man sig elektronen nirmast som en roterande laddad sfar.
Utgaende fran en saddan modell visar man ldtt att det bor rada samma férhallande mellan det
inre magnetiska momentet p*P"™ och spinnet S som mellan pP" och L enligt ekv (12.1). For att
kunna férklara den allminna zeemaneffekten tvingades man emellertid anta att detta forhallande
(“det gyromagnetiska forhallandet”) ar dubbelt sa stort for spinnrérelsen som for banrorelsen:

pePine = —Q%BS . (12.11)
Bilden av elektronen som en roterande sfir #r alltsa i detta avseende missvisande, och det &r
ocksa svart att se hur en sddan modell skulle kunna leda till ndgot annat &n heltaliga varden pa
kvanttalet s. Man gor darfér bast i att acceptera elektronens spinn som en rent kvantmekanisk
effekt utan klassisk motsvarighet. I sjilva verket visade den engelske fysikern Dirac ar 1928 att
spinnet kan hérledas som en nddvandig konsekvens vid en relativistisk behandling av elektronen.
Till skillnad fran Uhlenbeck och Goudsmith behdvde Dirac alltsa inte “f6r hand” inféra spinnet
som ett explicit antagande. Ocksa det faktum att det gyromagnetiska forhallandet dr dubbelt sa
stort for spinnet som for banrorelsen kommer fram automatiskt ur Diracs teori. Senare har man



forfinat savil teorin som experimenten och darvid funnit smé avvikelser fran Diracs forutsigelser.
Bland annat géller att ekv (12.11) egentligen skall ersdttas med

spinn _ UB S

—g.PBs]| | 12.12
7 9e ( )

dar faktorn g, inte &r exakt 2 utan har virdet 2,0023192 enligt bade teori och experiment.

Det &r latt att se hur spinnhypotesen férklarar resultatet av Stern-Gerlachs experiment. I sil-
veratomens grundtillstand géller att banrorelsemingdsmomentet &r noll och atomens magnetiska
moment kommer alltsa enbart fran spinnet. Dess komponent lings ett yttre magnetfilt kan, som
vi sett, endast anta tva olika varden, och stralen splittras darfor upp i tva komponenter. Det &r
ocksa latt att se hur den “anomala” zeemaneffekten uppkommer, d&ven om det &r en smula svérare
att hirleda ett formellt uttryck f6r den. Vad man har att gora ar att i ekv (12.2) lagga till en
term som innehaller det magnetiska momentet associerat med spinnet enligt ekv (12.11) och det
ar uppenbart att man da far ett annat resultat &n det som gavs i ekv (12.3). Den fullstéindiga
behandlingen av zeemaneffekten innehaller emellertid komplikationer som vi for 6gonblicket skall
avsta fran att fordjupa oss i. Forst skall vi dgna en del uppmérksamhet at ett annat fenomen,
som kallas spinnbankoppling, och som &r den direkta orsaken till den forut ndmnde finstrukturen
i atomspektra.

12.3 Spinnbankoppling

Lat oss borja med en “halvklassisk” betraktelse i stil med Bohrs atommodell. Vi tanker oss
elektronen som en liten magnetisk dipol som kretsar i en cirkuldr bana och dirvid paverkas av en
elektrostatisk centralkraft svarande mot en viss potentiell energi V (r). For viteatomen adr denna
en ren coulombpotential, men vi betraktar hir ett mera allmént fall, s att V (r) t ex kan beteckna
den effektiva potentiella energin for den yttersta elektronen i natriumatomen. Enligt den vanliga
klassiska teorin for elektromagnetism géller att en magnetisk dipol, som ror sig i ett elektrostatiskt
falt, paverkas av en kraft som ar proportionell mot hastigheten och féltstyrkan. Det uppstar alltsa
en koppling mellan elektronens inre magnetiska moment och dess banrorelse, och det dr denna effekt
som gar under namnet spinnbankoppling. Ett resultat av spinnbankopplingen dr att systemets
energi beror av hur elektronens spinn ar orienterat relativt banplanet. Vi har nyss konstaterat att
det enligt kvantmekaniken bara finns tva mojligheter, “spinn upp” och “spinn ned”, vilket pa ett
nagot forenklat sétt illustreras i figur 12.2.

uban uban

pP

Figur 12.2

Slutsatsen dr att mot varje elektronbana svarar tva olika energivarden, beroende pa om spinnet
ar parallellt eller antiparallellt med banplanets normal. Det ar denna uppsplittring som orsakar
finstrukturen i atomernas spektra. Vi betraktar hir endast enelektronatomer, men motsvarande
fenomen upptrider ocksa i flerelektronatomer med den skillnaden att energinivaerna da kan upp-
splittras i flera dn tva finstrukturnivaer.

Lat oss nu, fortfarande inom ramen for var halvklassiska modell, forstka bestdmma, storleken av
finstrukturuppsplittringen. Man kan med hjélp av klassisk elektromagnetisk teori visa att bidraget
till energin fran spinnbankopplingen har formen

Hassisk — L-S, (12.13)



dar p ar systemets reducerade massa och c ar ljushastigheten. For att uppskatta storleksordningen
betraktar vi nu vateatomen, d v s vi later V(r) vara en ren coulombpotential,
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V() =g (12.14)

Om vi dessutom bortser fran skillnaden mellan den reducerade massan u och elektronmassan m,
far vi ) L.s
[ klassisk _ € —L-S= =2 Vir). 12.15
SB m2c?4megrs m2cir? (r) ( )
Hir #r r av storleksordningen Bohrradien (ag = 4meoh®/e?m.), medan L och S bada &r av stor-
leksordningen A. Spinnbankopplingstermen &r alltsa av storleksordningen

2 2
Hklassisk ~ € . 12 16
o~ () Vo) (12.16

Faktorn inom parentesen har fatt namnet finstrukturkonstanten och betecknas konventionellt
med a. Den har virdet

e? 1
o= N —
4dmegch 1377

(12.17)

och det ar alltsd kvadraten pa detta tal som enligt ekv (12.16) bestdmmer storleksordningen av
energibidraget fran spinnbankopplingen i forhallande till den elektrostatiska potentiella energin. Vi
drar slutsatsen att finstrukturuppsplittringen verkligen dr mycket liten i jamforelse med atomens
totala energi.

Den halvklassiska modell vi hittills diskuterat ar tillracklig for att ge en kvalitativ forstaelse av
spinnbankopplingen och finstrukturen, men for att kunna gora kvantitativa berdkningar maste man
anvianda en korrekt kvantmekanisk teori. Stringt taget maste man utga fran relativistisk kvant-
mekanik, eftersom hela fenomenet dr av relativistiskt ursprung. Man finner att de relativistiska
korrektionerna dndrar det klassiska uttrycket i ekv (12.13) med precis en faktor 1/2, vilket ger

1 dVi(r)

Hsp = ———
B 2u2c2r  dr

L-S. (12.18)

Vid en kvantmekanisk beskrivning har vi dessutom att ersitta alla fysikaliska storheter med
motsvarande operatorer. Den fullstindiga hamiltonoperatorn for enelektronatomen med hinsyn
tagen till spinnbankopplingen kan d& skrivas pa formen

H=Hy+£&rL-S)|, (12.19)
dér vi infort beteckningen
1 dv(r)
=5 12.2
&) 2u?c?r  dr (12.20)

=2 +v). (12.21)

Problemet dr nu att bestimma energierna for de stationira tillstinden svarande mot H. Till att
borja med skall vi fraga oss vilka kvanttal som kan anvindas for att karakterisera dessa.

Lat oss forst betrakta den ostorda hamiltonoperatorn H, i frénvaro av spinnbankoppling. Dess
egenfunktioner kan skrivas pa den form som anges i ekv (12.8) och de karakteriseras alltsd av
kvanttalen n, I, s, m; och m,. Kvanttalen [ och m; anger storleken och riktningen av banrérelse-
méangdsmomentet L, medan s och m, anger storleken och riktningen av spinnet S. Forutsittningen
for att de stationéra (=tidsoberoende) tillstanden skall kunna karakteriseras pa detta sétt ar up-
penbarligen att L och S &r rorelsekonstanter. Detta #r ocksa fallet sa linge man férsummar
spinnbankopplingen. Banrorelsemadngdsmomentet L &r en rorelsekonstant eftersom elektronen ror



sig i ett centralfélt, och spinnet &r en rorelsekonstant dirfér att hamiltonoperatorn &r spinn-
oberoende. Vi skall anvinda beteckningen goda kvanttal for sddana kvanttal som svarar mot
rorelsekonstanter och som alltsd kan anviandas for att karakterisera stationdra tillstand. I franvaro
av spinnbankoppling dr alltsa n, [, s, m; och m, goda kvanttal. Enligt den allminna teorin for
rorelse i ett centralfalt géller vidare att energinivaerna ar oberoende av kvanttalet m;, och de &r
ocksd uppenbarligen oberoende av spinnkvanttalen. Varje energiniva dr darfor 2(21 4 1)-faldigt
degenererad, varvid faktorn 2/ + 1 anger antalet olika m;-varden och faktorn 2 anger antalet olika
ms-véirden (kvanttalet s har ju det bestdmda véardet 1/2).

Vi 6vergar nu till att betrakta den fulla hamiltonoperatorn inklusive spinnbankopplingen. Lat
oss for ett 6gonblick aterga till den halvklassiska modellen. Genom att jamfora ekv (12.13) med
ekv (12.2) ser vi att spinnbankopplingen kan tolkas som att spinnrdrelsen péaverkas av ett mag-
netfilt orsakat av banrdrelsen och omvant. Vi vet & andra sidan att en magnetisk dipol under in-
verkan av ett magnetfilt precesserar runt detta pa samma sitt som en gyrosnurra precesserar i ett
tyngdkraftsfalt. Slutsatsen ar att spinnbankopplingen leder till att vektorerna L och S 0msesidigt
precesserar runt varandra. Darvid &ndras inte vektorernas belopp, vilket innebér att [ och s fort-
farande ar goda kvanttal. Det faktum att vektorerna stindigt &ndrar riktning vid precessionen
innebar emellertid att komponenterna L, och S, inte langre ir rorelsekonstanter, och foljaktligen
ar my och my inte langre goda kvanttal. For att erséitta dessa kvanttal maste vi hitta ndgon annan
rorelsekonstant, och det ar faktiskt ganska latt. En av fysikens mest allménna lagar &r ndmligen
rorelsemangdsmomentlagen som séger att det totala rorelseméngdsmomentet for ett isolerat sys-
tem alltid &r en rorelsekonstant. Vi skall beteckna det totala rorelsemangdsmomentet med J,

och i detta fall giller alltsa att
G-i+s] (122)

Pa samma séatt som L och S kan J karakteriseras av tva kvanttal, j och m;, sa att de mdjliga
virdena pa J2 och J, ar

J2 =i+ 1)R*|, (12.23)

| J. = m;h

, (12.24)

dar m; for givet varde pd j kan anta virdena —j, —j + 1,..., j — 1, 5. De goda kvanttalen vid
spinnbankoppling ar alltsd n, I, s, j och m;. Dessa duger givetvis &ven i franvaro av spinnban-
koppling, och i detta fall har vi alltsd funnit tva alternativa uppsittningar av goda kvanttal, n, [,
s, my, m, respektive n, I, s, j och m;. De &r relaterade till varandra genom att egenfunktionerna
svarande mot bestdmda vdrden pa j och m; utgor linjirkombinationer som blandar funktioner
med olika virden pa my; och ms. Det &r en allmin regel att om en energiniva dr degenererad sa ar
motsvarande egenfunktioner inte entydigt bestdmda, utan alla linjairkombinationer duger lika bra.

Det aterstar en viktig fraga att besvara, némligen vilka varden kvanttalen j och m; kan anta for
givna virden pa [ och s. Vi adderar alltsa tva rorelsemingdsmoment L och S med givna lingder
men ospecificerade riktningar och fragar efter mojliga storlekar och riktningar fér det resulterande
rorelseméngdsmomentet J.

12.4 Addition av rorelsemingdsmoment

Vi har sett att storleken av banrérelsemingdsmomentet karakteriseras av ett kvanttal [, som ar ett
heltal, medan storleken av spinnet karakteriseras av ett kvanttal s, som for elektronen &r 1/2 och
som for andra partiklar kan vara halvtaligt eller heltaligt. For det totala rérelseméingdsmomentet
galler likasa att dess storlek anges av ett kvanttal j, som &r antingen heltaligt eller halvtaligt. I
elektronens fall dr det totala rorelsemingdsmomentet summan av ett heltaligt och ett halvtaligt
rorelseméngdsmoment, och det foga férvanande resultatet dr att j i detta fall maste vara halvtaligt,
d v s j kan anta virdena 1/2, 3/2,5/2, .. ..

Addition av rorelsemingdsmoment kan illustreras med hjilp av den s kallade vektormodellen
enligt figur 12.3, som visar hur vektorerna L och S precesserar under inverkan av spinnbankopp-
lingen pa sadant sitt att vektorn J forblir konstant.
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Figur 12.3

Vi ser att de tre talen \/j(j + 1)A, \/s(s + 1)A och /I(l + 1)k, som anger lingderna av respektive
vektorer, maste vara sadana att de kan bilda sidor i en triangel. For givna varden pa [ och s maste
darfor j uppfylla triangelolikheten,

ViG+1) < Vs + 1)+ 11 +1). (12.25)

Man kan genom direkt insdttning visa att olikheten ar uppfylld for j = [+ s, men ej f6r exempelvis
j =1+ s+ 1. Det storsta viarde som j kan anta ar alltsa [ + s, och pd motsvarande sitt visar man
att det minsta virdet j kan anta ar |l — s| . De mojliga virdena pa j ar da

\J’=Il—8|,Il—8|+1,---,l+s—1,l+s. (12.26)

Mot varje varde pa j svarar i vanlig ordning 2j + 1 olika varden pa riktningskvanttalet m;. Pa
grund av ekv (12.22) maste det alltid gilla att

mj =my + mg, (12.27)

och i figur 12.3 svarar detta mot att z-komponenterna av L och S visserligen varierar under
precessionsrorelsen men pa sadant sitt att deras summa i varje 6gonblick &r m k. Fran en mera
formell synpunkt innebédr ekv (12.27) att vagfunktionen svarande mot ett bestdmt virde pa m;
endast far innehalla linjirkombinationer av termer med sadana varden pa m; och m att likheten
ar uppfylld for varje term. Utgdende fran ekv (12.8) kan vi till exempel bilda vagfunktionen

(r,0) = Bar (1) [Vi0(8, 9)x1/2,1/2(0) + Y11 (0,9)x1/2,-1/2(0)] (12.28)

vilket dr en egenfunktion till jz med egenvirdet m; = 1/2, sammansatt av en term med m; = 0,
ms = 1/2 och en annan term med m; = 1, my; = —1/2. Inom parentes sagt kan det ocksa visas att
detta ér en egenfunktion till J?, svarande mot egenvirdet j = 3/2.

Ekv (12.26) och (12.27) géller allmint vid addition av rorelsemédngdsmoment, men vi &r har in-
tresserade av det fall da s = 1/2. Vi ser da att j endast kan anta tva olika virden, ndmligen

j=1l+-. (12.29)
I det speciella fallet att I = 0 (s-tillstdnd) kan j bara anta ett enda varde, ndmligen j = 1/2, vilket
ar naturligt eftersom det enda rorelsemingdsmomentet som da existerar dr spinnet.

I figur 12.4 illustreras de méjliga kombinationerna av j och m; for det fall att [ = 1 och s = 1/2.
Eftersom varje j-vérde svarar mot 2j 4 1 m;-vérden géller allmént att totala antalet tillstdnd som
kan konstrueras fran ekv (12.29) ar

[2 (l + %) + 1] + [2 (l - %) + 1] =2(20 +1). (12.30)
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Figur 12.4

A andra sidan har vi forut sett att detta &r precis det antal tillstand som kan konstrueras genom
alla mojliga val av m; och m,. Oavsett om vi véljer att beskriva tillstdnden med kvanttalen j och
m; eller med kvanttalen m; och mg far vi alltsa lika ménga oberoende tillstand, vilket naturligtvis
ar nodvandigt om bada beskrivningarna skall vara fullstdndiga.

12.5 Formeln for finstrukturuppsplittringen

Lat oss nu ga tillbaka till uttrycket i ekv (12.19) for den totala hamiltonoperatorn. Vi paminner
oss att spinnbankopplingen utgdr en mycket liten storning i jamftrelse med ro och vi kan darfor
anviinda ligsta ordningens storningsteori. De ostdrda energinivierna betecknar vi med E?;, och
som ostorda egenfunktioner véljer vi sidana som svarar mot bestdmda virden pa kvanttalen n, [,
s, j och m;, eftersom vi vet att dessa forblir goda kvanttal dven i ndrvaro av spinnbankoppling.
Energin blir da

E=E’ + <nlsjmj‘§(r)f4 . S‘nlsjmj>, (12.31)
dar den sista termen betecknar vintevirdet av stérningen. Vi kan hir gora omskrivningen
e o Lie &V 2@l - lise_ 2 a2
L S—Q[(L—i—S) L —S]_i(J L —s), (12.32)

och eftersom vagfunktionerna ar egenfunktioner till alla tre operatorerna i den sista parentesen
reduceras ekv (12.31) till

E=E% + % [(G+1)=11+1)—s(s+1)] <nlsjmj|£(r)|nlsjmj>. (12.33)
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Véntevardet av £(r) kan endast bero av den radiella delen av vagfunktionen, vilken i sin tur endast
beror av kvanttalen n och [. Vi kan alltsa skriva resultatet pa formen

R » 3
By = E,Oﬂ + ?fnl [J(] +1)—I(1+1)— Z] , (12.34)

dér vi explicit satt s = 1/2, och dér

- © 4V
gnl = ‘/0 5(7') |Rnl (T’) |27-2 dr = 2/}/]2'02 ‘/0 dir) |Rnl (7’) |2T' dr. (1235)

Varje energiniva (utom s-nivderna) splittras alltsd upp i tva finstrukturnivéer svarande mot de
tva mojliga virdena pa j enligt ekv (12.29). Man karakteriserar dessa finstrukturnivaer genom
den spektroskopiska beteckningen nl;, dir kvanttalet [ = 0,1,2,... liksom tidigare anges med

bokstéverna s, p, d, .... En nivi med n = 2,1 =1 och j = 1/2 anges alltsd med beteckningen
2pyy2.
E
L
0 S P d_ £
6s e—— e
= 5p —_—
1- 5 _—
——it
"'2-1 43 f2
-3 3 3p3n
P iz
44
-5
3s 351[2
Figur 12.5

Figur 12.5 illustrerar finstrukturuppsplittringen for nigra av natriumatomens energinivaer, men
det bor observeras att uppsplittringens storlek har starkt overdrivits i figuren. Vi har ocksa angivit
de 6vergangar som ger upphov till den tidigare ndmnda gula D-dubbletten.

12.6 Den allmanna zeemaneffekten

Vi skall avsluta detta kapitel med en kortfattad beskrivning av den allminna zeemaneffekten.
Redan férut har vi noterat att ett yttre magnetfilt kopplar till atomens totala magnetiska moment,
sammansatt av bidragen fran spinn- och banrorelsen. Detta kan skrivas pa formen

p= —I%B(L +28), (12.36)

och i nérvaro av ett magnetfilt med flodestatheten B lings z-axeln blir alltsd hamiltonoperatorn

N N ~ A B - N
H=Hy+¢rL-S+ ’“% (L. +25.). (12.37)



Med hjilp av lagsta ordningens storningsrikning eller med hjélp av vektormodellen kan man visa
att energinivaerna, som redan ar uppsplittrade efter olika j-virden genom spinnbankopplingen, av
magnetféltet ocksa splittras upp efter olika vérden pd m;. Det visar sig att energinivierna kan
skrivas pa formen

dér g; ar Landés g-faktor,

jG+D) =1(l+1)+s(s+1)
2j(j +1) '

gi=1+ (12.39)

Formeln forutsitter att magnetfiltet ar svagt sa att Zeeman-uppsplittringen &r liten jamfort med
finstrukturuppsplittringen, sa som illustreras i figur 12.6 for en 3p-niva. Siffrorna inom parentes
anger degenerationsgraden for respektive nivaer.

m;

n

4) o 12

3p3 Re""" ’::. -1

3 (6) .""’ 3n

P

ny el -, (2) - 1,2

D B

"Osttrd" nivd Finstruktur  Zeemaneffekt
Figur 12.6

Vid undersokningar av atomspektra observerar man inte energinivierna direkt, utan vad man ser
ar linjer svarande mot Overgdngar mellan dem. For overgangarna giller enligt kapitel XIII vissa
urvalsregler, sa att endast sadana Overgangar ar tillatna for vilka dndringarna i kvanttal ar

Al =+1
Aj=0,+1 . (12.40)
Amj = 0, +1

Figur 12.7 visar de tillatna &vergangarna for zeeman-effekten i natriums D-dubblett. Man ser att
de tva komponenterna av dubbletten uppsplittras i 4 respektive 6 linjer.

mj
mj
12 <] Y
31 22 an P &: 12
- 3 f2

381 =::3£-{£ 351n ﬁ%ﬁ

Figur 12.7
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XIIT VAXELVERKAN MELLAN
ATOMER OCH ELEKTRO-
MAGNETISK STRALNING

Nir man experimentellt underscker egenskaperna hos atomer, molekyler, kristaller och liknande
fysikaliska system, anvinder man ofta elektromagnetisk stralning som hjidlpmedel. Man studerar
till exempel hur inkommande stralning sprids eller absorberas av systemet, eller ocksa underséker
man den stralning som spontant utsénds av systemet, sedan det pa nagot sitt exciterats fran sitt
grundtillstand (optiska emissionsspektra, ESCA, karakteristiska rontgenspektra, m m).

I de flesta fallen dr det elektromagnetiska stralningsfiltet mycket svagt i jamforelse med de inre
falten i atomen. Kopplingen mellan en atom och stralningsfiltet upptrader darfor som en liten
storningsterm i hamiltonoperatorn fér atomen, och schrodingerekvationen kan 16sas med hjilp
av lagsta ordningens stOrningsrikning. Vi &r intresserade av att finna sannolikheten for att
atomen under inverkan av storningen skall ga 6ver fran ett givet begynnelsetillstand till nagot an-
nat tillstand. For att berdkna sddana overgangssannolikheter maste vi 16sa den tidsberoende
schrodingerekvationen. Motsvarande form av stérningsteori kallas tidsberoende storningsteori
till skillnad fran stationér storningsteori (kapitel XI), som anvénds ndr man vill berdkna hur sys-
temets energinivéer dndras.

13.1 Lagsta ordningens tidsberoende storningsteori

Vi betraktar ett system med hamiltonoperatorn I;TO, och vi antar att vi har lyckats bestdmma
energierna E,, och vagfunktionerna ¥,, for systemets stationdra tillstand,

HyV,=E,¥, (n=0,1,2,..). (13.1)

For enkelhetens skull antar vi tills vidare att energinivaerna bildar ett diskret spektrum. FEn
allmén 16sning till den tidsberoende schrédingerekvationen kan skrivas som en linjdrkombination
av stationdra tillstand enligt formeln

o
Bo(t) = Y cpWpe /MEL (13.2)

n=0

dir ¢, #r konstanter, som bestims av begynnelsevillkoren. Vi har forut sett att |c,|? ger sanno-
likheten for att man vid en métning skall finna systemet i tillstdndet n. Av det faktum att ¢,
ar tidsoberoende foljer bland annat att om systemet fran bérjan dr i ett visst bestdmt stationirt
tillstand sa forblir systemet i detta tillstand for alla tider. Lat oss nu lagga pa en svag tidsberoende
stérning, sa att systemets hamiltonoperator blir

H = Hy+V(t). (13.3)

Eftersom de ostorda vagfunktionerna ¥, bildar ett fullstindigt funktionssystem kan vi fortfarande
uttrycka den allménna losningen till den tidsberoende schrodingerekvationen som en linjarkombi-
nation av dessa vagfunktioner, men koefficienterna c,, blir nu tidsberoende:

o
B(t) = cnl(t)Tpe”/MEL, (13.4)
n=0
P4 samma séitt som foérut kan vi tolka |c,(t)|? som sannolikheten att finna systemet i tillstandet n
vid tiden ¢. Speciellt kan vi dirur berdkna sannolikheten for att systemet under tiden ¢ skall
gd over fran ett tillstdnd till ett annat. FoOr att bestimma koefficienterna c,(t) och darmed
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overgangssannolikheterna satter vi in uttrycket for ®(¢) enligt ekv (13.4) i den tidsberoende
schrodingerekvationen

LOB(t) 1A e
i = [Ho + V(t)]q>(t). (13.5)
Med anvéndning av ekv (13.1) far vi da
> [mw] e MEt =N " ()V (£)Wpe RPnL, (13.6)
n=0 ot n=0

Vi multiplicerar sedan bada leden i ekvationen skaldrt med ¥y (k =0, 1, 2, ...) och utnyttjar det
faktum att dessa funktioner bildar ett ortogonalt system. Resultatet &r ett ekvationssystem av
formen

in2e ) _ i <k‘17(t)|n>ei‘“’“"tcn(t), (k=0,1,2,..), (13.7)
=0

ot

dar vi infort beteckningen
1
Wen = E(Ek - En) (13.8)
Vi har &nnu inte anvint antagandet att storningen dr svag, och ekvationssystemet ovan ar alltsa

exakt ekvivalent med schrédingerekvationen (13.5). Lat oss nu betrakta det fall att systemet vid
tiden ¢ = 0 prepareras sa att det befinner sig i ett bestdmt tillstand s, vilket innebdr att

n(0) = Gps. (13.9)
Om stoérningen ar svag blir sannolikheten for Gvergangar till andra tillstand liten, och vi kan

approximera c,, (t) i hogerledet av ekv (13.7) med ¢, (0) enligt ekv (13.9). Detta leder till ekvationen

ihacg—t(t) - <k‘V(t)‘s>eW’“t, (13.10)

och efter integration fas

ex(t) =g~ & [ (7@

s>ei“’°st' dt' |, (13.11)

vilket dr det allménna uttrycket for resultatet av forsta ordningens tidsberoende stérningsteori.
Om man sa onskar kan man generera hogre ordningens termer i storningsutvecklingen genom att
sitta in ¢k (t) enligt ekv (13.11) i hogerledet av ekv (13.7) och upprepa proceduren. Vi noterar
att ur ekv (13.11) tillsammans med tolkningen av c(t) foljer att sannolikheten for 6vergang fran
ett tillstand s till ett annat tillstand k& &r proportionell mot kvadraten pa matriselementet av
storningsoperatorn mellan dessa tillstand. Detta dr ett mycket allmént och anvindbart resultat.

13.2 Harmoniskt tidsberoende storning och “gyllene regeln”
En storning orsakad av monokromatisk elektromagnetisk stralning med vinkelfrekvensen w repre-
senteras i hamiltonoperatorn av en term som varierar harmoniskt i tiden:

V(t) = V cos(wt). (13.12)
Vi kan da explicit utféra tidsintegrationen i ekv (13.11), och resultatet &r

Vks 1— ez’(wks—i-w)t 1— ez’(wks —w)t

ck(t) =46 , (13.13)

s 4 22
* 2R Wrs + W Whs — W

déar vi infort beteckningen R
Vis = (k|V|s). (13.14)

Som redan ndmnts anger |c(t)|* sannolikheten for att systemet efter tiden ¢ skall ha gatt 6ver fran
begynnelsetillstandet s till sluttillstandet k. Om vi véljer k # s finner vi ur ekv (13.13) att

2 _ |Vk8|2
=2

| 2

Ps(t) = lex(t)]

f(Wks, 1), (13.15)
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dar

sin2 (Mt) sin? (Mt)

2 2
Wgs,t) =
f( ks ) (wks+w)2 (wks_w)2
(13.16)
. Wgs +w . Wgs — W
2sin t ] sin t
+ 2 5 5 2 cos(wt).
Whe — W

Vi noterar att uttrycket innehaller resonansndmnare, som gor att Overgangssannolikheten blir
sérskilt stor om wys = w eller wys = —w, d v s om energiskillnaden mellan begynnelsetillstand och
sluttillstand har storleken +Aw. Resultatet paminner alltsd om Bohrs villkor fér absorption och
emission av stralning.

Hittills har vi antagit att det ostorda systemet har en uppsattning diskreta och exakt bestidmda
energinivaer, och ekv (13.15) anger tillsammans med ekv (13.16) sannolikheten for Gvergangar
mellan tva sddana nivéer. Verkliga fysikaliska system &r emellertid inte fullt sa enkla. For det
forsta innehaller energispektret vanligen en kontinuerlig del, till exempel svarande mot joniserade
tillstand i atomer, och for det andra dr de “diskreta” energinivaerna alltid nagot oskarpa. Det
senare beror pa att varje exciterat tillstand har en dndlig medellivslingd 7, efter vilken systemet
atergar till grundtillstdndet genom att sinda ut stralning. Enligt Heisenbergs osidkerhetsrelation
maste da energin for det exciterade tillstandet ha en osékerhet AE av storleksordningen f/7. Det
innebdr att ifrdgavarande energiniva egentligen utgbrs av ett smalt kontinuerligt spektrum med
bredden AE.

Det faktum att energispektret dr kontinuerligt paverkar i och for sig inte giltigheten av ekv (13.15)
och (13.16). Harledningen fungerar fortfarande, om summor Gver diskreta index byts ut mot
integraler over kontinuerliga index. Daremot &ndras i viss mening den fysikaliska tolkningen av re-
sultatet. Det &r nu meningslost att fraga efter 6vergangssannolikheten mellan tva exakt bestamda
tillstand, eftersom varje enskilt tillstand i en kontinuerlig férdelning har “vikten noll”. Vad vi
i stallet fragar efter (och experimentellt méiter) &r totala sannolikheten for Gvergangar mellan
tillstand med energier i vissa givna intervall. Dessa totala dvergangssannolikheter anges av inte-
graler dver funktionen f(wgs,t) med avseende pa den kontinuerliga variabeln wyg.

Av figur 13.1 framgar hur funktionen f(wys,t) beror t=1o
av wys for nagra olika véarden pa ¢t. Skalorna har . . . >
valts sd att ytorna under alla kurvorna i figuren &r - 0 o oy,
lika stora. Efter tillrickligt lang tid (¢ > 1/w) t=5/®

utgors funktionen av tva mycket skarpa toppar, som /\/\
ar centrerade kring wp, och har bredder av stor- - 0 ® Oy
leksordningen 27/t. Den hogra toppen (wgs = w)
beskriver processer i vilka systemet absorberar ett t=10/0
energikvantum av storleken Aw och dérigenom excit-

eras till ett hogre energitillstdnd (resonansabsorp-

tion). P& motsvarande sdtt kan den vénstra top- =

pen (wgs = —w) associeras med processer i vilka sys- r n

O 9
e
¢

temet gar Over till ett tillstdnd med ligre energi och
darvid avldmnar ett energikvantum av storleken Aw
(stimulerad emission). Den senare processen bil-
dar grunden for maser- och laserverkan, men for att
behandla dessa fenomen maste man ga utover lagsta
ordningens storningsridkning. I férbigdende noterar
vi att sannolikheten for Overgdng fran tillstandet s
till tillstdndet k genom absorption &r lika med sanno-

likheten for Svergang fran tillstandet & till tillstandet  ©= 0@

s genom stimulerad emission. Denna regel gar un- 'L\‘ ., ./Jr

der namnet principen for detaljerad balans, och -0 0 o .,
foljer av att hogerledet i ekv (13.15) inte &ndras om

vi kastar om index s och k. Figur 13.1

17



Bredden Aw for vardera toppen i figur 13.1 dr som ndmnts av storleksordningen 27 /¢, dér ¢ dr den
tid under vilken stOorningen pagatt. Denna bredd kan tolkas som en osdkerhet AE i energin for
stralningsféltets kvanta. Vi finner alltsd att AE ar av storleksordningen h/t, i Gverensstammelse
med Heisenbergs osikerhetsrelation (jamfor den foregaende diskussionen av breddningen hos excit-
erade energinivier pd grund av deras dndliga livstid). Vid praktiska experiment ar tiden ¢ enormt
mycket stérre dn perioden for stérningen (¢ > 27 /w), vilket betyder att bredden &r férsumbart
liten. Ytan under topparna kan vi bestdmma genom att integrera funktionen f(wgs,t) 6ver wys.
Detta ger

sin 2wt)

13.1
2wt ( 3 7)

/ flwgs, t) dwgs = 7Tt<1 +

dir den andra termen i parentesen kan férsummas for stora virden pa ¢t. Ytan under vardera
toppen ar alltsd 7t/2. Resultatet kan sammanfattas i formeln

t
F@ker 1) = T {5eoks + ) + Bk — )}, (13.18)
dar §(w) ar en si kallad “generaliserad funktion” som kallas Diracs deltafunktion. Vi kan for
praktiska dndamal tanka oss d(w) som gransvirdet av en smal och hég topp centrerad runt w = 0,

for vilken bredden gar mot noll och héjden gar mot odndligheten pa ett sadant séitt att totala ytan
under kurvan dr 1 (se figur 13.2).

e—0

Figur 13.2

Deltafunktionens viktigaste egenskap &ar att
T2
/ 0(xz — a)g(z)dz = g(a), (13.19)
T1

om a ligger i intervallet (z1,22) och g(z) ar en godtycklig “hygglig” funktion. Av ekv (13.18)
framgar att Overgdngssannolikheten vixer linjirt med tiden. Vi har alltsd en konstant 6ver-
gangssannolikhet per tidsenhet. Om vi betecknar denna med w far vi alltsa enligt ekv (13.15)
och (13.18) resultatet

Wosh = 2”? Vies | {6(w + wis) + 6(w — wie) } | (13.20)

Denna formel gar under namnet “gyllene regeln”. Forutom energikonserveringslagen, som ut-
trycks av deltafunktionerna, innehaller formeln ocksa den férut nimnda informationen att sanno-
likheten for en viss 6vergang ar proportionell mot kvadraten pa storningens matriselement mellan
sluttillstandet och begynnelsetillstandet. Det hinder ofta att matriselementen for vissa Gvergangar
ar noll av symmetriskil och dessa 6vergangar &r darfor forbjudna. Man talar d4 om urvalsregler,
och vi skall senare ge exempel pa sddana i samband med atomspektra.
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13.3 Specialfallet med tidsoberoende storning

Tidsberoende storningsteori kan anvéndas dven for det fall att stOrningen inte &r explicit tids-
beroende, vilket svarar mot att vi sétter w = 0 i ekv (13.12). Problemet &r fortfarande detsamma,
namligen att bestimma sannolikheten fér att systemet under inverkan av stérningen efter tiden
t skall ha gatt Gver till tillstdndet k, om det vid tiden noll befann sig i tillstdndet s. Denna san-
nolikhet anges liksom forut av ekv (13.15), och genom att sétta w = 0 i ekv (13.16) finner vi att
uttrycket for f(wgs,t) férenklas till

)
f(wk&t)::4§EL€%%ﬂzgl. (13.21)

Vidare finner vi att integralen av f(wgs,t) Over alla wys ar
oo
/ F(wrs, ) degs = 27, (13.22)
vilket vi ocksd kan erhalla genom att lata w ga mot noll i ekv (13.17). For stora virden pa ¢

har funktionen f(wgs,t) en skarp topp (bredd ~ 1/t) i punkten wgs = 0, och liksom férut kan vi
beskriva den med hjilp av Diracs deltafunktion,

f(wgs, ) = 27t (wys)- (13.23)

Overgangssannolikheten per tidsenhet &r alltsa konstant och enligt ekv (13.15) finner vi

2
Wk = ?|Vks|26(wks) - (1324)

Detta &r den form som gyllene regeln far vid en tidsoberoende stérning. I detta fall sker alltsa
overgangar endast till tillstand med praktiskt taget samma energi som begynnelsetillstandet.

13.4 Vaxelverkan mellan en bunden elektron och det elektromagnetiska
stralningsfaltet

Vi skall nu tillimpa den allminna teorin pa en elektron som utsétts for elektromagnetisk stralning.
Den ostérda hamiltonoperatorn antas vara av formen

)
2 P
Hy=—+V(r 13.25
0 2[’/ + ( )7 ( )
dar p ar elektronens reducerade massa och V' (r) ar en centralpotential. Formeln géller uppenbarli-
gen for elektronen i en viateatom, men den kan ocksa beskriva en elektron i en mera komplicerad
atom, om V (r) tolkas som en medelpotential sammansatt av Coulombfalten fran atomkéirnan och
alla de andra elektronerna (centralféltsapproximationen).

Ett allmént elektromagnetiskt falt karakteriseras av den elektriska féltstyrkan E(r,t) och den
magnetiska flodestdtheten B(r,t). Dessa kan i sin tur uttryckas i den skaldra potentialen ¢(r,t)
och vektorpotentialen A (r,t) genom relationerna
0A
E=_Vyp_— — 13.26
B=V xA. (13.27)

I den klassiska analytiska mekaniken visar man att hamiltonfunktionen for en partikel med laddnin-
gen g, som ror sig under inverkan av ett elektromagnetiskt falt, erhélles genom att man i den ostérda
hamiltonfunktionen byter p mot p — gA, och dessutom lagger till den elektrostatiska potentiella
energin qp. Vi foljer samma recept i den kvantmekaniska behandlingen och sétter alltsa

H= i [P+ eA(r, 15):|2 + V(r) — ep(r, ). (13.28)
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For enkelhets skull skall vi anta att stralningsfiltet utgdrs av en planpolariserad vag, som utbreder
sig i z-riktningen med vinkelfrekvensen w och vaglingden A = 2wc/w. En sddan vag erhalles om
vi valjer

Az (r,t) = Ag cos (%z — wt),

Ay(r,t) =0,

A(r,t) =0 (13.29)
och

o(r,t) = 0. (13.30)

Genom insdttning i ekv (13.26) och (13.27) finner vi namligen att detta ger en vag vars elek-
triska falt ar riktat 14ngs z-axeln och vars magnetiska flodestéithet &r riktad langs y-axeln. Bada
faltkomponenterna innehaller faktorn sin(wz/c — wt) vilket visar att vigen utbreder sig langs z-
axeln.

Som tidigare ndmnts kan man i allminhet betrakta stralningen som en svag storning, och vi kan
dérfor forsumma den kvadratiska termen i A, som ingér i ekv (13.28). Med anvindning av ekv
(13.29) och (13.30) finner vi da

H= fIg + Eon cos <gz - wt), (13.31)
7 c

dir Hy ar den ostérda hamiltonoperatorn enligt ekv (13.25). En ytterligare forenkling uppkommer
om vi observerar att fasvinkeln wz/c kan skrivas som 2mz/\, dir A ar stralningens vaglangd och
dar koordinaten z begrinsas av atomens utstrickning. For den stralning som &r av intresse i
samband med atomara spektra giller att A > z. Som exempel kan ndmnas att en typisk vaglingd
for synligt ljus &r 500 nm, medan atomens utstriackning ar av storleksordningen 0.1nm. Vi kan
alltsd med god noggrannhet skriva

H=Hy+ Eﬁon coswt. (13.32)

Denna approximation, som innebar att vi forsummar féltets lageberoende inom den volym som
atomen upptar, kallas f6r dipolapproximationen. Namnet kommer av att operatorn ep/pu,
som enligt ekvationen ovan bestdmmer kopplingen till stralningsfaltet, representerar tidsderivatan
av atomens elektriska dipoloment —er. Fran det elektromagnetiska faltets synpunkt upptriader
atomen alltsd som en svingande elektrisk dipol, och den stralning som den utsédnder eller ab-
sorberar ar elektrisk dipolstralning. De dvergingar som darvid induceras kallas for elektriska
dipolovergangar.

Vi kan nu anviinda “gyllene regeln” enligt ekv (13.20). Overgangssannolikheten bestéims av ma-
triselementet Vi, som vi kan skriva pa formen

eA . eA .
Vies = 70<k Pa|s) = 70<n + An, 1+ Al,my + Amy,my + Amg|pg |n, 1, my,ms), (13.33)
dar vi inf6ért kvanttalen n, [, m; och mg for begynnelsetillstandet och betecknat dndringarna i
kvanttalen vid den aktuella dvergangen med An, Al, Am; och Amg,. Vi har férutsatt att spinn-
bankopplingen kan férsummas, d v s att m; och mg ar “goda” kvanttal. Vagfunktionerna foér de
stationira tillstanden kan d& skrivas

Yoimym, (£,0) = Rpi (1) Yim, (0, ©) Xm., (0), (13.34)

dér R, (r) ar den radiella vagfunktionen, Yj,,, (6, ¢) ar en klotytfunktion, och x,, (o) ar vagfunk-
tionen i spinnrummet. Av klotytfunktionernas egenskaper foljer att matriselementet i ekv (13.33)
ar skilt fran noll endast om Al = +1 och Am; = £1. Om man tar hinsyn till att stralningen kan
ha annan infallsriktning och annan polarisation &n vi hér férutsatt, finner man ocksa maojligheten
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att Am; = 0. Tar vi slutligen i beaktande att véxelverkan &r spinnoberoende kan vi sammanfatta
resultatet i foljande urvalsregler for elektriska dipolovergangar:

Al= =+1
Am; = 0,+1 | (13.35)
Amgs= 0

Overgéngar som inte uppfyller dessa villkor dr “férbjudna”, och motsvarande spektrallinjer saknas
normalt i experimentellt uppméitta spektra. Under speciella omstidndigheter kan dock férbjudna
Overgangar observeras som resultat av hogre ordningars processer (magnetiska dipolévergangar,
elektriska kvadropolovergangar etc).

Vid en detaljerad analys av atoméra spektra maste man ta hénsyn till spinnbankopplingen, som ger
upphov till finstruktur i spektret. Kvanttalen m; och m, svarar da inte lingre mot rérelsekonstanter,
utan i stéllet maste vi inféra kvanttalen j och m; for det totala rorelsemangdsmomentet. Man kan
visa att urvalsreglerna for elektriska dipolovergangar da far formen

Al= =1
Aj= 0,£1 (om j =0 dock endast Aj =1) | (13.36)
Amj = 0,:|:1

Som redan namnts kan resultaten i detta avsnitt tillaimpas inte bara pa enelektronatomer utan
ocksa pa flerelektronatomer, under forutsdttning att elektronerna antages rora sig oberoende av
varandra under inverkan av en centralpotential. Om man gar utéver denna approximation, vilket i
allménhet dr nédvandigt, blir problemet mera komplicerat. Fortfarande géller dock att vixelverkan
med féltet (och ddrmed urvalsregler och spektrallinjernas intensitet) i forsta ordningens approxi-
mation bestims av matriselementen av atomens dipolmoment.
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XIV ENKEL TEORI FOR FLER-
ELEKTRONATOMER

Vi har flera ganger ndmnt att vissa atomer kan behandlas som enelektronatomer trots att det
verkliga antalet elektroner &r stort. Typiska exempel adr alkaliatomer som natrium och kalium.
I dessa atomer dr den yttersta elektronen mycket svagare bunden dn de 6vriga, och den ror sig
darfor pa jamforelsevis stort avstand fran kdrnan. De Gvriga elektronernas huvudsakliga effekt &r
att de ger upphov till “skarmning”, dvs ett elektriskt medelfilt som modifierar coulombféltet frén
kdrnan. Vi skall i detta kapitel se hur idén om enelektronatomer kan generaliseras f6r behandling
av allminna flerelektronatomer. Utgangspunkten dr antagandet att var och en av elektronerna i
atomen ror sig i ett centralfilt som hirror fran atomkirnan och fran alla de 6vriga elektronerna.
Inom ramen f6r denna centralfdltsapproximation reduceras alltsa flerelektronproblemet till ett
enelektronproblem, och varje elektron i atomen kan da tillordnas en uppséttning kvanttal n, I, my
och mg. For att fa en korrekt beskrivning av grunddmnens elektronstruktur maste man emellertid
komplettera teorin med den sa kallade pauliprincipen, som i korthet innebér att det i en atom
inte far finnas tva eller flera elektroner med samma uppsittning kvanttal n, I, m;, ms. Som vi
skall se visar det sig att pauliprincipen pa ett mycket enkelt och direkt sitt forklarar huvuddragen
i det periodiska systemet.

14.1 Centralfaltsapproximationen

Lat oss borja med att skriva ned den fullstindiga hamiltonoperatorn for en atom eller jon med N
elektroner och atomnummer Z. Vi betecknar rérelsemingden f6r den i:te elektronen med p; och
dess avstand fran kirnan med r;. Avstandet mellan den i:te och den j:te elektronen betecknar vi
med r;;. Hamiltonoperatorn far da formen

L2 XL ze2 1 LE e
H = o + = R 14.1
2me, ; dregr; 2 ; ]:21 4megri; ( )

i=1

(3#1)

dar den forsta termen &r elektronernas totala kinetiska energi, den andra termen &r den poten-
tiella energin for den inbdrdes vixelverkan mellan elektronerna och kirnan, och den tredje termen
ar den potentiella energin for inbordes vixelverkan mellan elektronerna. Vi har hir férsummat
spinnbankopplingen och andra spinnberoende bidrag till hamiltonoperatorn, eftersom dessa en-
dast ger upphov till smé korrektioner (finstruktur, hyperfinstruktur). Problemet &r nu att 16sa
schrédingerekvationen

fIlI'(rlal,rgaz, .. .,I‘NO'N) = E‘I’(I‘lo'l,l‘zaz, [N ,I‘NO'N), (142)

dar r; och o; betecknar lagevektorn respektive spinnkoordinaten f6r den i:te elektronen. Vihar tidi-
gare inte haft anledning att syssla med vagfunktioner for flera partiklar, men sadana vagfunktioner
kan tolkas pa motsvarande sitt som enpartikelvagfunktioner. Produkten U*¥ anger alltsa sanno-
likhetstatheten for att samtidigt finna partikel 1 i punkten ry, partikel 2 i punkten rs, etc.

Det &r uppenbart att ekvation (14.2) dr mycket komplicerad, och den kan inte 16sas utan approxima-
tioner. Som namndes inledningsvis kan vi konstruera en anvindbar approximation utgaende fran
antagandet att varje enskild elektron “i medeltal” uppfattar de andra elektronerna som ett sfariskt
laddningsmoln, vilket omger krnan och skirmar coulombpotentialen fran denna. Centralfilts-
approximationen bestar i att vi tar hinsyn till den skirmade medelpotentialen men férsummar
andra effekter av vaxelverkan mellan elektronerna. Det betyder alltsa att vi ersétter den verk-
liga atomen med ett system av N elektroner, som oberoende av varandra ror sig i ett gemen-
samt centralfalt. Man ser latt att schrodingerekvationen for ett sadant system &r separerbar,
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s& att den totala vagfunktionen kan skrivas som en produkt av enpartikelvagfunktioner. Cen-
tralfdltsapproximationen karakteriseras alltsa av de tva ekvationerna

U(r101,T202,...,rNoN) = AU (1101)P2(r202) ... UNn(rNON), (14.3)
o)
b — Al .

{3+ Ver(r) } ¥i(xo) = B¥i(xo), (14.4)

dér Vor (r) dr den skiirmade potentialen. Av skl som skall diskuteras har vi i ekv. (14.3) inkluderat
en symbol A, som tills vidare kan tolkas som en normeringskonstant.

Det aterstar att ange hur man bestidmmer centralpotentialen Vor (r). Isjilva verket kan man ténka
sig flera mer eller mindre sofistikerade metoder att gora detta, och vi skall hér beskriva den som
ar 1attast att forstd ur den klassiska fysikens synvinkel. Man utgar helt enkelt fran vanlig klassisk
teori som siger att den elektrostatiska kraften fran den i:te elektronen bestidms av den potentiella
energin

Z€2 e2 i(rl) 3
Ve (r:) = — + P d 14.
cr(rs) dmeor; / dmeolr; — 1| " (145)

dar p;(r) ar partikeltdtheten for ovriga elektroner. Strecket Gver p;(r) indikerar att man gor
en medelvirdesbildning &ver alla riktningar av r, sa att den resulterande potentialen verkli-
gen blir en centralpotential. Den klassiska partikeltdtheten motsvaras i kvantfysiken av sanno-
likhetstétheten, vilken bestams av vagfunktionen ¥;(r;,0;). Vi stoter hir pa en svarighet: For
att kunna bestimma potentialen ur ekv. (14.4) méste man kdnna vagfunktionerna, och f6r att
bestdmma vagfunktionerna ur ekv. (14.4) maste man kinna potentialen. Man tvingas darfor
tillgripa ett forfarande med successiva approximationer (iteration) enligt f6ljande schema:

1. “Gissa” en rimlig centralpotential.
2. Bestdm med denna potential vagfunktionerna ur ekv. (14.4).

3. Anvind de erhallna vagfunktionerna for att finna en béttre potential ur ekv. (14.5)

Proceduren upprepas till dess att den konvergerar, dvs tills dess att potentialen inte dndras
namnvirt mellan varje steg. En approximation av denna typ kallas for en “self-consistent
field theory” (SCF), eftersom den potential som anvénds vid berdkningen maste vara konsis-
tent med de 16sningar som erhalles ur densamma. Liknande berdkningar forekommer i manga
olika, sammanhang inom kirnfysik, atomfysik, statistisk fysik och fasta tillstandets fysik. Den
speciella approximation som vi har beskrivit, och som baseras pa ekv (14.5) kallas for “Hartree-
approximationen”. Ofta anvinder man mera avancerade metoder som till exempel “Hartree-
Fock-approximationen” och “Kohn-Sham-metoden”, som far korta beskrivningar i slutet av kapit-
let.

Lat oss nu ldmna fragan om hur man bestdmmer centralpotentialen och i stillet underséka vad
man helt allmént kan dra f6r slutsatser om atomernas elektronstruktur inom ramen fér central-
faltsapproximationen. Vi skall inféra termen orbitaler for att beteckna de enelektrontillstand
som beskrivs av 16sningarna till ekv (14.4). Enligt den allminna teorin for rérelse i centralfélt
kan orbitalerna karakteriseras av kvanttalen n, I, m; och mg, och for att fullstindigt beskriva
atomens tillstand méaste man ange dessa kvanttal for samtliga elektroner. Energin dr emellertid
oberoende av m; och mg, och darfér néjer man sig med att ange atomens konfiguration, dvs hur
elektronerna #r fordelade pa kvanttalen n och I. Konfigurationen 1s22s22p® innebir till exempel
att tva elektroner befinner sig i 1s-orbitaler (n = 1,1 = 0), tva elektroner befinner sig i 2s-orbitaler
(n = 2,1 = 0) och tre elektroner befinner sig i 2p-orbitaler. Totala energin for detta tillstand ar i
centralfaltsapproximationen

FE = 2Els + 2E2s + 3E2p, (146)

dér Ens, Eas och Esp &r de orbitalenergier, som erhalls ur ekv. (14.4). Eftersom ls-orbitalerna
alltid har den ligsta energin skulle man vénta sig att grundtillstandet for en atom med N elek-
troner svarar mot konfigurationen 1s”. Detta stimmer emellertid bara fér vite och helium, vilkas
grundtillstdnd har konfigurationerna 1s respektive 1s2, men det spricker sedan for litium, vars
grundtillstdnd har konfigurationen 1s22s i stillet for 1s3. Tydligen &r inte alla tiinkbara konfigu-
rationer tillatna, och vi skall nu diskutera orsaken till detta.
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14.2 Identiska partiklar och pauliprincipen

Vi ndmnde forut att vagfunktionen ¥(rioy,r209,...,ryon) kan anvindas for att bestimma, san-
nolikhetstétheten f6r att finna partikel nummer 1 i punkten ry, partikel nummer 2 i punkten rs etc.
Utan diskussion tog vi darvid for givet att det dr mdjligt att pa nagot sitt numrera partiklarna.
Om systemet bestar av identiska partiklar, som elektronerna i en atom, stéter man emellertid pa
vissa problem som sammanhinger med materiens vignatur. Lt oss forst se pa det klassiska fallet,
illustrerat i figur 14.1.

/////

Figur 14.1 Figur 14.2

Man kan dir tdnka sig att man i ett visst begynnelseldge numrerar alla partiklar, exempelvis genom
att referera till begynnelseliigena r, ry etc. Aven om partiklarna ir identiska kan man sedan halla
isdr dem genom att helt enkelt félja dem i deras banor enligt figuren. Kvantmekaniskt stéller
sig saken annorlunda, vilket illustreras i figur 14.2. I samband med diskussionen av Heisenbergs
osakerhetsrelation konstaterade vi att en partikels bana inte r vildefinierad, och om tva partiklars
vagfunktioner 6verlappar kan man darfor inte sirskilja dem som i klassisk fysik. I den situation
som figuren illustrerar kan man visserligen vid tiden ¢ = 0 numrera de tva partiklarna, men det &r
principiellt oméjligt att avgora vilken som &r vilken vid en senare tidpunkt.

Utan att ga in pa detaljer konstaterar vi att man utgaende fran ovanndmnda argument kan dra
slutsatsen att vagfunktionen for ett system av identiska partiklar maste vara sadan att alla méitbara
storheter dr oberoende av hur man rakat numrera partiklarna. Det betyder att beloppet av
vagfunktionen, som ju bestdmmer sannolikhetsfordelningen, inte far dndras om man kastar om
numren pa tva partiklar:

|\I’(I‘1(71,I‘20'2, .. .,I‘N(IN)| = |\I’(I‘20'2,I'101, .- ;rNUN)l- (147)

Vid en narmare understkning finner man att det bara finns tva mojligheter: vagfunktionen maste
vara antingen jimn eller udda vid utbyte av tva partiklar. Bada alternativen forekommer i na-
turen. Det visar sig nidmligen att partiklar med heltaligt spinn (bosoner) alltid beskrivs av
jamna véagfunktioner och att partiklar med halvtaligt spinn (fermioner) alltid beskrivs av udda
vagfunktioner:

\I’boson(rlal,r20'2; v ;I'NUN) = ‘I’boson(r20'2; rio1,... arNUN)a (148)

Utermion(r101, 202, .. .,tNON) = —¥fermion(r202,T101,...,INON). (14.9)

Elektroner har som bekant spinn 1/2 och #r dérfor fermioner. Saledes maste vagfunktionen vara
udda vid utbyte av tva elektroner, vilket betyder att vagfunktionen i ekv. (14.3) egentligen inte &r
riktig. Den maste ersittas med en antisymmetriserad summa Gver alla méjliga satt att numrera
elektronerna, och vi kan nu 1ata symbolen A i ekv. (14.3) beteckna en operator som astadkommer
en sadan antisymmetrisering. Lat oss som exempel betrakta en atom med tva elektroner. Om den
ena elektronen befinner sig i en orbital med kvanttalen ny, I3, my1, ms och den andra i en orbital
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med kvanttalen no, la, mya,ms2, sa kan vi bilda den antisymmetriska vagfunktionen

1

\I’(rlala 1‘202) = ﬁ {lpnlllmllmsl (rlal)qlﬂahmmmﬂ (1‘20'2)

(14.10)

- l]:;nlllmllmsl (r202)‘1’n2l2ml2m32 (1'10'1) } .

Vi observerar nu att om bada elektronerna befinner sig i samma orbital s& blir ¥(r101,r202) lika
med noll, dvs ett saddant tillstind kan inte existera. Detta dr Paulis uteslutningsprincip som
framfordes ar 1924 som en hypotes for att forklara det periodiska systemet:

‘ I en atom kan det inte finnas mer dn en elektron i varje orbital. ‘

Pauliprincipen forklarar omedelbart det forut ndmnda forhallandet att litiums grundtillstand inte
har konfigurationen 1s® utan 1s2s Det finns nimligen bara tva olika 1s-orbitaler, svarande mot
ms = £1/2, och den tredje elektronen méaste darfér placeras i ndrmast hogre orbital. Pa analogt
sitt kan vi bygga upp elektronstrukturen for mera komplicerade atomer.

14.3 Grundamnenas elektronstruktur

Centralfiltsapproximationen och pauliprincipen ger tillsammans en mycket enkel princip for hur
man “konstruerar” atomer. Allt man har att géra dr att successivt placera varje ny elektron i den
obesatta orbital som har den ligsta energin. Den forsta uppgiften blir darfor att ordna orbital-
energierna F,; efter 6kande energi. Vi vet att om centralpotentialen &r en ren coulombpotential
sa ar energierna oberoende av [-kvanttalet och kan ordnas efter vixande varden pa n. Om poten-
tialen avviker fran coulombpotentialen far man diremot ocksa ett [-beroende hos energinivaerna.
I allménhet vixer energin med 6kande véirden pa I, eftersom elektroner med smé varden pa [
tranger djupare in i elektronmolnet (jmf. ekv. (8.22)) och déarvid kénner den starka attraktiva po-
tentialen fran kirnan. For de lattaste atomerna bestdms ordningsféljden mellan orbitalenergierna
i forsta hand av huvudkvanttalet n, men for tyngre element blir [-beroendet kraftigare sa att ord-
ningsfoljden inte langre foljer de enkla regler som giller for viteliknande atomer. Ur experiment
och teoretiska berdkningar finner man i huvudsak fo6ljande ordningsfoljd:

Eis < By < Ezp < F3s < Egp < By < E3q < E4p < Eyxs < Eyq

(14.11)
< E5p < FEgs < By < B5q < Eep < FEq7s < Esp < Eggq.

Det finns enstaka grunddmnen vars elektronstruktur avviker fran vad man skulle vanta sig med
utgangspunkt fran denna ordning. Detta ar knappast féorvanande, eftersom centralfaltsapproxi-
mationen inte dr ndgot annat dn en approximation, och det som i sista hand bestdmmer grund-
tillstandets konfiguration dr den totala energin, berdknad ur den fullstindiga hamiltonoperatorn i
ekv (14.1).

Innan vi gar vidare skall vi infora ett par ny termer. Orbitaler med samma virde pa huvudkvant-
talet séges bilda ett skal, och man anvénder speciella bokstavsbeteckningar fér dessa. Salunda
svarar K-skalet mot n = 1, L-skalet mot n = 2, M-skalet mot n = 3, etc. Beteckningen skal
speglar det faktum att elektronernas medelavstand fran kdrnan ar storre ju storre n dr. Detta
illustreras klart i figur 14.3, som visar den radiella elektrontitheten for argonatomen. Varje skal
kan indelas i subskal, svarande mot olika virden pa [, men dessa avspeglar sig inte sa markant i
elektrontidtheten. En speciell roll spelar slutna skal, dvs skal eller subskal i vilka alla orbitaler ar
besatta.

I varje subskal far det plats 2(2[ 4 1) elektroner svarande mot antalet mdjliga kombinationer av my
och m,. Antalet elektroner i ett fyllt skal &r 2n? vilket fis genom att summera Gver alla subskal
(se tabell XIV.1).

Vi har nu klargjort dels ordningsfoljden med avseende pa energin for de olika orbitalerna, dels hur
manga orbitaler som finns i varje subskal. Resultatet ar sammanfattat i figur 14.4, som ocksa visar
den relativa storleken av energigapen mellan subskalen.
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4nr2p(r) Antal
Skal | Konfiguration for fyllt skal| elektroner

L
K K| 1s2 2
L | 2s22p° 8
"
M | 3s23p34l0 18
r ; N | 4s24pS4dl04f14 32
ag 2ay r
Figur 14.3 Tabell XIV.1

Utgaende fran denna figur kan man bygga upp elektronstrukturen for atom efter atom och vi
hénvisar hir till tabellen i appendix A som visar grundtillstindets elektronstruktur fér samtliga
kénda element ordnade efter atomnummer (= kérnladdning 7).

Vi ser att fram till ca nummer 20 Ca sker
uppbyggnaden genom att nytillkomna elek-
troner hamnar i yttersta skalet. Frdn och med
21 Sc till och med 29 Cu placeras emeller-
tid de nytillkomna elektronerna i 3d-orbitaler Aktinider {
innanfor de redan besatta 4s-orbitalerna, i
Overensstammelse med ordningsfoljden i figur
14.4. Dessa grunddmnen gir under namnet e
overgangselement. De har ganska likartade Lu-Au
kemiska egenskaper, eftersom det ar de yttersta .
elektronerna som &ar mest aktiva vid kemiska Lantanider {
processer. Tva av dessa Overgdngselement Xe
uppvisar avvikelser fran vad man vintar sig
utgdende fran figur 14.4, ndmligen Cr som Y-Ag |
har konfigurationen (...)3d%4s i stéllet for
(...)3d*4s?, och Cu, som har konfigurationen Kr
(...)3d1%4s i stillet for (...)3d%4s2.
Samma, typ av anomali upptrider fér de an- Sc-Cu |
dra ddelmetallatomerna, Ag och Au, och for
en hel del andra element hogre upp i lis- Ar
tan. Det finns ytterligare tva serier med
Overgangselement av samma typ som de nyss
niamnda, ndmligen 39 Y —47 Ag och 71 Lu - 79
Au. En speciell typ av 6vergangselement utgors
av de sa kallade sallsynta jordartsmet-
allerna, Alkaliska jordartsmetallerna eller
lantaniderna. Hir placeras nytillkomna elek-
troner i djupt liggande 4f-orbitaler, och dessa
elektroner paverkar niistan inte alls de kemiska
egenskaperna. He
Detta &r orsaken till att det &r si svart att
skilja lantaniderna fran varandra med vanliga
kemiska analysmetoder. De sa kallade ak-
tiniderna 89 Ac — 103 Lw utgdr en annan serie
med liknande egenskaper.
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14.4 Det periodiska systemet

Vi har redan ndmnt att ett elements kemiska egenskaper huvudsakligen bestdms av elektronerna i
de yttersta skalen. Av tabellen i Appendix A framgar att likartade yttre elektronkonfigurationer
aterkommer periodiskt, och det ligger da nira till hands att ordna elementen i rader och kolumner
(perioder och grupper) sa att &mnen med liknande elektronstruktur i gérligaste man kommer att
std under varandra. Som framgar av Appendix B blir resultatet praktiskt taget identiskt med
det periodiska system som man kan stélla upp utgdende fran rent kemiska egenskaper. Den enda
markanta skillnaden upptrader vid klassificeringen av helium.

Om man utgar fran elektronstrukturen skulle He placeras i grupp 2a tillsammans med Be, Mg, Ca
etc, vilka liksom He har tva s-elektroner i det yttersta skalet. Enligt den kemiska klassificeringen
hor emellertid He till &delgaserna. Orsaken dr att He har ett fyllt skal och att energigapet till
narmaste hogre niva ar stort, (se figur 14.4) sa att elektron konfigurationen &r mycket stabil. Detta
ar karakteristiskt for ddelgaserna, och det leder till att de blir kemiskt inaktiva och till att deras
Jjonisationsenergi (=den energi som behovs for att ta bort en elektron) blir hog. I figur 14.5,
som visar hur jonisationsenergin beror av atomnumret, lagger man mérke till periodiciteten och
sarskilt de markanta nedgéngarna efter varje ddelgas.

jonisationsenergi
eV
2517=2
He
Z=10
Ne
204
z=18
Ar 7%
15 Kr
Z=54
Xe Z=80 Z=86
Z=30
10} Zn
Ga
51 Li Na
K
» . , T r v , | z
10 20 30 40 50 60 70 80 Atomnummer

Figur 14.5

Dessa beror pa att det som vi nyss ndmnde finns ett stort energigap mellan det slutna adelgas-
skalet och nirmaste hogre niva, vilket gor att en elektron som adderas utanfor ett ddelgasskal blir
relativt svagt bunden. Dar ligger forklaringen till de karakteristiska egenskaperna hos alkalimet-
allerna i grupp la. Adelmetallerna i grupp 1b har visserligen liksom alkalimetallerna en ensam
s-elektron i det yttersta skalet, men dess orbitalenergi dr endast obetydliga hogre an d-elektronerna
i ndrmaste lagre skal. Till skillnad fran alkalimetallerna, som alltid upptrader som envirda joner
i kemiska foreningar, kan #delmetallerna darfor forekomma, i tvavird och trevird form (t ex Cu®*
och Au®*). Motsvarande skillnad finns mellan de tvavirda alkaliska jordartsmetallerna i grupp 2a
och elementen i grupp 2b.

Elementen i grupp 3a har tva s-elektroner och en p-elektron i de yttersta skalen, vilket forklarar att
dessa dmnen l4tt bildar trevarda foreningar. I grupperna 4a—7a okar antalet p-elektroner successivt,
och hos halogenerna i grupp 7a fattas en p-elektron for att skalet skall vara fyllt. Genom att uppta
en elektron kan dessa dmnen bilda joner med samma stabila elektronstruktur som adelgaserna.
Halogenerna utmirkas darfor av hoga viarden pa den sa kallade elektronaffiniteten, dvs den
energi som frigdrs da en neutral atom upptar en elektron och bildar en envird negativ jon.

I grupperna 3b — 8 finns de tidigare diskuterade 6vergangsmetallerna, inklusive lantanider och
aktinider. P4 grund av sina inbdrdes mycket likartade kemiska egenskaper far lantaniderna (liksom
aktiniderna) samsas inom en ruta i systemet.
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14.5 Hur ridknar man i dag pa material och molekyler? (DFT)

Kvantfysiken med dess schridingerekvation géller ocksa for system av manga partiklar, t. ex.
atomer, molekyler och material. Det ér dock “jobbigt” att hélla reda pa alla partiklar (cirka 10?3
i en kub med 1 cm sida), fér att inte tala om att halla reda pa alla slags detaljerade resultat man
skulle kunna rdkna ut.

Den i dag viktigaste metoden till att hantera kvantfysiken for ett system av manga partiklar &r
tathetsfunktionalteorin (DFT; density-functional theory), utvecklad av Walther Kohn m. fl.
[1, 2]. DFT &r egentligen en omformulering av schrédingerekvationen och ar i sin grund lika exakt.
I praktiken tar man dock till approximationer, och det ar darfor av stor vikt att man med DFT
kan skriva stora delar av systemets energi exakt och endast maste approximera delar av energin
som ger numerisk sma bidrag till systemets totala energi.

Alla formler och uttryck i detta avsnittet anges i Rydberg atomdra enheter, som dr vanligt val av
enheter inom DFT. Det vill bl a siga att me = e = h = ap = 1, att langd mdts ¢ bohr-radier och
energin i Rydberg. Se t ex Physics Handbook.

Problemet i stort formuleras ovan med hamiltonoperator i ekv (14.1) och egenvirdesproblem i
ekv (14.2). Hamiltonoperatorn f6r ett system av manga partiklar bestar av partiklarnas kinetiska
energi T', elektron-elektron vixelverkan Ve, samt elektronernas véixelverkan med omgivningen, t
ex med atomkérnor och patryckta falt, Ve

H=T+Vee + Vixs - (14.12)

Det elegante steget i DFT &r att forst fokusera pa grundtillstandet (vagfunktion ¢, dir index
“g” anger “grundtillstdnd”) hos systemet, fraga efter energin i detta tillstdnd, E, = (44| H|¢),)
m hj a variationsmetoden, och sedan avsta fran en massa egenskaper hos vagfunktionen 1, och
néja sig med grundtillstandets elektrontdthet ng(r). Det senare &r ofta OK p g a elektronernas

“nérsynthet”, for att anvinda Kohn-terminologi.

I dag anvinder tiotusentals molekyl- och materialfysiker och -kemister virlden 6ver DFT. Med
snabba datorer och effektiva algoritmer ger DFT-berdkningar verklighetsnira resultat for en rad
molekyler (t ex dem i nya mediciner) och material (bade nya och etablerade) och anvinds som
vigledning fér och komplement till experiment.

Variationsprincipen. I DFT soker man grundtillstandets egenskaper genom att enligt variations-
metoden minimera energin,

E = min(y|H|¢), (14.13)

dar ¢ ar normerad och antisymmetriserad. DFT-tricket ar att formulera detta sa att minimeringen
ar Over tatheter i stillet for vagfunktioner .

Vi definierar en funktional F[n] = miny (¢|T 4 Vee|t)) = miny (4|T |1} + miny (| Vee|t)) dir med
min, menas minimering Gver alla de ¢ som ger upphov till elektrontétheten n(r). Véxelverkan
med omgivningen kan skrivas m hj a en potential v(r), (¢|Vext|t)) = [ d®r v(r)n(r), dir den yttre
potentialen v(r) antas koppla till bara tétheten n(r), vilket typiskt ar fallet (t. ex. for elektrostatiken
mellan kirna och elektroner). Darmed kan grundtillstandsenergin skrivas som en minimering 6ver
alla elektrontatheter n(r)

E, = min , E[n] = min ,, (F[n] +/d3r v(r)n(r)) i (14.14)

Under minimeringen maste det totala antalet elektroner N = [ d®rn(r) i systemet bevaras vilket
vi uppnar genom att introducera en Lagrange-multiplikator g som tar hand om detta villkoret

0 (E[n] - u/d3r n(r)) =0. (14.15)

Detta ger
0=40F[n] + 5/d3rv(r)n(r) - ,u6/d3r n(r) = /d3r {6};—7[:] +o(r) — p} on(r) (14.16)
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Ekvationen ovan ska gélla for alla variationer dn(r) och darfor krivs att

oFf]
5 +o(r)=p. (14.17)

I det speciella fallet dér systemets elektroner inte vixelverkar med varandra reduceras F[n] till att
vara (det icke-vixelverkande systems) kinetiska energin Ts[n] (subskript ‘s’ anger att det ror sig
om det icke-vixelverkande systemet).

T;[n] kan skrivas som en summa
1
T,[n] = mi &dri(r)(—= V)Y, 14.18
=i 3 [ Eroi @5V (14.18)

dar 9;(r) ar vagfunktionerna for de enskilda, icke-véxelverkande elektronerna. Hér ses bort fran
spinn. Med F[n] = Ts[n] i det icke-véxelverkande systemet blir (14.17)

0Ts[n

% +os(r) =p (14.19)
déir den externa potentialen vs(r), den sa kallade Kohn-Sham-potentialen [3], &r en funktional av
tatheten n(r) och véljs sa att u, den kemiska potentialen, blir samma som i det generella fallet
(14.17).

For det generella, vixelverkande systemet skriver vi nu F[n] som en summa av den kinetiska en-
ergin Ts[n] i det motsvarande icke-vixelverkande systemet, coulomb-véixelverkan mellan systemets
elektroner U[n], samt en term FEyc[n] som innehéller “allt annat”, dvs mangpartikel-bidrag fran
skillnaderna min y(¥|Vee|[t)) — U[n] och min 4 (¢|T|¢) — T[n],

F[n] = Ts[n] + U[n] + Exc[n] . (14.20)
Har &r utbytes-korrelations-funktionalen Ey.[n] introducerad. Det dr den som innehdller alla de

maéangpartikelbidrag, som &r svéra att 16sa ut i en allmin behandling, men dér DFT ger unika
mojligheter. Coulomb-vixelverkan ar

1 n(r)n(r')
Uln] = = d*rd’r ———-- 14.21
[n] 2// rd’r r—r] ( )
och vi har fran (14.20) att energifunktionalen (ekv (14.14) innan minimering m a p n) ges av

E[n] = F[n] + /d3r v(r)n(r) = Ty[n] + Uln] + Ex[n] + /d3r v(r)n(r) . (14.22)

En-partikel Schrodingerekvationen. Vagfunktionerna ;(r) som ingar under optimeringen av den
totala elektrontdtheten n(r) = ), ¢ (r)y;(r) maste vara normerade. Detta ledar till villkoret

0=24¢ (E[n] - Zs / s (r)g; (r)) (14.23)

dir ¢; ar N stycken Lagrange-multiplikatorer. Detta méaste galla variationen av var och en av de NV
en-partikel vagfunktionerna ; (och ¢}) och just dessa normeringsvillkor ledar (nedan) fram till den
viktiga konklusionen att systemet kan beskrivas som N stycken en-partikel schrédingerekvationer.

Den externa potentialen i det icke-vaxelverkande systemet, vs(r), viljs enligt ovan sa att p blir
samma som i det generella fallet (14.17). Det betyder da att

vs(r) = v(r) + 6[5]—7[1”] + (SE:;;[n] = v(r) 4+ vcoul (T) + Uxe(r) (14.24)

dér vi anvind oss av att potentialen motsvarande Coulomb-véaxelverkan skrivs vcou (r) = dU[n]/dn =

J @r'n(r")/|r — r'| och att potentialen motsvarande utbytes-korrelations-funktionalen Ey.[n] &r
Uxe(r) = 0 Exc[n]/on.
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Genom lite rakningar ledar normeringsvillkoren pé 1; till att

0=~ 3 V20u(x) + vae)uis(r) — ext(r) (14.25)

Vi ser att (14.25) motsvarar den vanliga en-partikel schrodingerekvationen
1
—§V2 + v(r) + vooul (T) + vxc(T) | ¥i(r) = 500 (x) (14.26)

med potentialen vs(r) = v(r) + voou(r) + vxc(r), trots att vi hdr har att gora med ett system
av flera vixelverkande elektroner! Vi kan alltsa, om vi kan gissa vy, 16sa ett sitt av N sadana
oberoende schrodingerekvationer pa samma sétt som beskrivit i borjan av kapitel 14, men med
en mer komplicerat potential. Detta dr alltsd den schrédingerliknande ekvationen (14.3)—(14.4)
(fast egentligen allménnare, eftersom Vop betyder att man tagit sfariskt medelvirde, vilket bara
ar aktuellt for sfiriska system sasom atomer). For sadana enpartikel-schrodingerekvationer har ett
stort antal mycket effektiva 16sningsmetoder utvecklats, ofta paradexempel pa den traditionella
matematiska fysikens slagkraft.

Kohn-Sham-metoden behandlar Ti[n(r)] exakt, och vi behdver bara bekymra oss om Ex.[n(r)].
Detta ar rimligt, eftersom Ts[n(r)] typiskt utgor en stor del av energin, medan Eyc[n(r)] 4r en
mindre korrektion.

Utbytes-korrelations-funktionalen. Hit har allt vi skrivit varit exakt. Vart problem &r att vi
inte kinner utbytes-korrelations-funktionalen Ey.[n] eller dens potential vy.(r) pa en exakt och
anvandbar form. Att 16sa problemet med en ezakt Ey.[n] motsvarar att 16sa schrodingerekvationen
for mang-partikel-problemet exakt! Vi maste alltsa introducera en approximation for E..[n] och
den bor ha foljande egenskaper:

e Den skall vara icke-empirisk, eftersom kvantfysik &r en komplett teori;

e Den skall vara universell, eftersom den skall vara oberoende av vilket system som studeras
(atom, molekyl, fast dmne, yta) och vilken karaktdr bindningen i systemet har (kovalent,
jonisk, metallisk, van der Waals- eller vitebindning);

e Den skall vara enkel, fér att uppna forstaelse av dess funktion och for att enkelt anvinda den
i praktiska rdkningar;
e Den skall vara tillrickligt noggrann for att kunna anvéndas i berdkningar for reella system.

Det &dr dessbittre mojligt att stélla upp ett komplicerat men formellt exakt uttryck for Ey.[n(r)]
[4]. Denna s kallade “adiabatic connection formula” kan anvindas for att generera approximativa
Ey.[n(r)] for direkt anvindning i berdkningar, sasom lokaltithetsapproximationen (LDA) [4] och
allménna gradientapproximationen (GGA) [5], som successivt lett fram till allt battre resultat for
kovalenta bindningar i molekyler och fér harda material. For glesa system, t.ex. lost bundna
molekyler, biologiska system och mjuka material, &r en ny Ey.[n(r)]-funktional under utveckling
med hittills mycket lovande resultat [6], vilket betyder att nya viktiga typer av tillimpningar kan
goras.

En typisk DFT-berdkning pa en PC for en atom gar i dag “blixtsnabbt”, sa som illustreras i en
av kursens datorlaborationer. Pa superdatorer och grid-system kan man i dag berdkna vérdefulla
resultat for mycket stora och komplexa molekyler och material.
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XV SPEKTROSKOPI

De viktigaste kéllorna till var kunskap om grunddmnenas elektronstruktur dr olika slag av spek-
troskopiska undersdkningar. Principen for alla sddana experiment dr att man pd nagot sitt ex-
citerar atomen fran grundtillstandet till ett tillstand med hogre energi och dirvid méter antingen
den energi som atomen absorberar vid 6vergangen (absorptionsspektra) eller den stralning som
atomen utsinder da den atergar till grundtillstindet (emissionsspektra). I det senare fallet
intraffar det ofta att atergangen sker i flera steg. De flesta atomer har mycket komplicerade spek-
tra, atminstone i det optiska omradet, och tolkningen av dessa &r en hel vetenskap i sig sjalv. Vi
skall hir n6ja oss med att studera nagra enkla men viktiga specialfall.

15.1 Karakteristiska rontgenspektra

Stralningen fran ett rontgenror utgdrs som bekant dels av kontinuerlig rontgenstralning dels av
karakteristisk rontgenstralning. Den forra dr oberoende av materialet i katoden och orsakas
av att elektronerna pa grund av sin elektriska laddning maste utsinda stralning nir de bromsas
upp- Den senare &r ddremot som namnet antyder karakteristisk for atomerna i katoden, och den
uppkommer genom att en av de inkommande elektronerna slar ut en elektron ur nigot av de
inre skalen, varefter en elektron fran ett yttre skal “faller in” och fyller den uppkomna vakansen.
Dérvid utséinds stralning med en frekvens som bestdms av Bohrs frekvensregel. De spektrallinjer
som uppstar vid overgangar till K-skalet bildar den sa kallade K-serien, och pa motsvarande
sétt uppstar andra serier som L-serien och M-serien. For att sirskilja de olika linjerna i en
serie anvénds beteckningarna K, K3 etc., pa det sitt som schematiskt illustreras i figur 15.1.
Vid en detaljerad analys méaste man ta hénsyn till att varje skal egentligen ar uppsplittrat i flera
energinivaer, men vi bortser har fran detta.

M
g |La
L '
Ky [Kp [Ka
K XY
Figur 15.1

De forsta systematiska understkningarna av rontgenspektra gjordes 1913-1914 av H.G.J. Moseley.
Han fann att om man i ett diagram ritar upp kvadratroten ur frekvensen v for en viss 6vergang som
funktion av atomnumret Z, si far man en kurva som &r néstan en rit linje (se figur 15.2). Detta
resultat gar under namnet “Moseleys lag”, och det ndmnda diagrammet kallas for ett moseleydia-
gram. Moseleys lag kan férklaras mycket enkelt med utgangspunkt fran att den potentiella energin
for elektronerna i de inre skalen domineras av den attraktiva coulombpotentialen fran karnan.

Som en forsta approximation kan vi forsumma, elektron-elektron-viaxelverkan och anvinda det
kanda resultatet for viteliknande atomer. Energinivderna bestdms da av uttrycket

Z2h2

By=——21 .
" 2uain?’

n=1,2,3,..) , (15.1)
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och for 6vergangsfrekvenserna far vi Rydbergs formel
1 1
— 72 — —
v=17 Rc(n_Q_W>’ n=1,23,....m=n+1n+2,..) (15.2)

dar R ar rydbergskonstanten for vite och ¢ ar ljushastigheten. Om vi hir ersétter den verkliga
kirnladdningen med en skirmad laddning kan vi skriva resultatet pa formen

1 1
V= (Z — U)2RC(E - W)’ (153)
dar o ar en skidrmningskonstant. Detta ger direkt Moseleys lag. Vid en noggrannare behandling
maste man dock ta hinsyn till att skdrmningen &r olika for olika orbitaler. Man kan fenomenologiskt
beskriva detta genom att for varje orbital infora en skidrmad kérnladdning av formen

ZSC =7 — O'(TL,l), (154)

dar o(n,l) dr skdrmningskonstanten for ifrigavarande orbital. Orbitalenergierna kan da skrivas
pa formen
[Z — o(n,1)]?h*

Ey=———F757— 15.
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vilket i sjdlva verket kan anses vara en definition av skirmningskonstanten. Ett resultat av Moseleys
upptackt var att man fick en tillférlitlig metod att bestimma atomnumret for ett givet dmne.
Tidigare hade det funnits en viss tvekan ifraga om ordningsfoljden for vissa Gvergangselement, vars
platser i det periodiska systemet var svara att faststilla med kemiska metoder. Karakteristiska
rontgenspektra utgor fortfarande ett viktigt hjalpmedel vid kemisk analys, bl a darfor att de inre
elektronskalen forblir relativt opaverkade av atomens omgivning,.

15.2 Alkalimetallernas optiska spektra

I samband med behandlingen av viteatomen konstaterade vi att de olika serierna i dess spektrum
kunde beskrivas med hjilp av Rydbergs formel

1 1 1

Vid sina undersckningar av alkaliatomernas spektra fann Rydberg att ocksd dessa innehaller lik-
nande serier som kan beskrivas med den mera allminna formeln

1 1 1
2 R((?”H—cl)2 " (m +02)2>’ (15.7)

dér c¢; och ¢ dr konstanta inom varje serie. Vi skall hér ge en enkel beskrivning av hur dessa serier
uppkommer.

Alkalimetallerna Li, K, Na, Cs och Rb har elektronkonfigurationer som svarar mot slutna &del-
gasskal plus ytterligare en elektron (“valenselektronen”). Detsamma, giller for joner som Mg™,
Cat, etc eller B2+, Al1** | etc. Eftersom det krivs stora energier for att excitera nagon av elek-
tronerna i de inre skalen bestidms de optiska egenskaperna for dessa atomer nistan enbart av
valenselektronens energinivaer. Vidare géller pa grund av de slutna skalens sfiriska symmetri att
centralfaltsapproximationen ger en mycket god beskrivning av valenselektronens rérelse, och en-
erginivaerna kan alltsa klassificeras med hjilp av kvanttalen n och [. Den visentliga skillnaden
jamfért med viteatomen ar att centralfiltet for alkalimetallerna inte &r ett rent coulombfélt, och
darfor beror energiegenvirdena av bada n och [. Figur 15.3 visar nivaschemat f6r Li i jamforelse
med nivaschemat for véte, och vi observerar att [-beroendet &r mest markant for sma virden pa n
medan energinivierna for stora virden pa n blir mer och mer viteliknande. Detta &r ldtt att forsta
med hinsyn till att valenselektronen om n &r stort ror sig langt utanfor de inre elektronskalen.
Det resulterande filtet pd valenselektronen blir d& praktiskt taget en ren coulombpotential. For
sma virden pa n tranger diremot valenselektronen in bland de Ovriga elektronerna och kinner da
en starkare attraktiv kraft fran kdrnan, vilket sénker energin. Som framgar av figuren dr denna
effekt (penetrering) mera markerad ju mindre [ r vilket &r vad vi bor vanta oss eftersom orbitaler
med sma [-virden dr de som trénger lingst in mot kirnan.

Det &r energinivaernas [-beroende som gor att spektra for alkalimetallerna blir mera komplicerade
an for vateatomen. Detta illustreras i figur 15.4, som visar ett energinividiagram for natrium,
dar de Overgangar som ger upphov till de viktigaste spektralserierna inritats. Vi erinrar oss héir
att enligt urvalsreglerna for dipolstralning observerar vi endast Overgangar som uppfyller villkoret
Al = 1. Som framgar av figuren har de olika spektralserierna tillordnats speciella namn av
historiskt ursprung. Den serie som svarar mot Gvergangar mellan grundtillstandet och exciterade
tillstand kallas for principalserien, och det dr den enda som under normala betingelser kan
observeras i absorptionsspektra. Den skarpa serien och den diffusa serien har uppenbarligen
fatt sina namn efter utseendet hos motsvarande linjer, och bada svarar mot 6vergangar till det
lagsta exciterade tillstandet, i detta fall 3p-tillstandet. Den fundamentala serien ligger i det
infrardda omradet och uppticktes darfor senare dn de tre andra. Det kan kanske vara av intresse
att notera att det dr dessa serier som gett upphov till beteckningarna s, p, d och f for tillstand
med ! =0,1,2,3.

Vi observerar till exempel att principalserien svarar mot Gvergangar fran p-tillstand, den skarpa
serien mot &vergangar fran s-tillstand osv.
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For att bestdmma vaglangderna for linjerna i de olika spektralserierna méste vi finna energinivierna
E,;. Det ligger nira till hands att inféra en skdrmningskonstant pa samma sédtt som vi gjorde i
samband med forklaringen av Moseleys lag for rontgenspektra (se ekv (15.5)). I detta sammanhang
visar det sig dock battre att skriva energinivaerna pa formen
2 2
Enl = —— Zeﬁ'h 29 (]‘58)
2pad[n — 0]

dir Zeg ar den totala laddningen for kdrnan och de inre elektronerna. For alkalimetallerna &r
alltsd Zeg = 1, for Ca’-jonen #r Zeg = 2 och for B*t-jonen ir Z.g = 3. Konstanten §,; kallas
for kvantdefekten eller rydbergskorrektionen. I och for sig innehaller naturligtvis ekv. (15.8)
ingen som helst fysikalisk information utan ar bara en definition av d,;, pa samma sitt som ekv.
(15.5) definierar skdrmningskonstanten o,;. Podngen med definitionen &r att kvantdefekten d,;
visar sig vara praktiskt taget oberoende av n for givet varde pa [. For s-tillstanden i natrium far
man till exempel féljande tabell:

3s 4s 5s 6s 7s
O | 1.374 | 1.357 | 1.353 | 1.351 | 1.350

Av definitionen framgar vidare att kvantdefekten dr en korrektion som kommer av att valense-
lektronen trénger in i de inre elektronskalen. Om valenselektronen skulle rora sig helt och hallet
utanfor de inre skalen skulle energinivderna som forut nimnts vara vételiknande, dvs d,; skulle
vara noll i ekv. (15.8). Tydligen beror penetrationen av de inre skalen huvudsakligen av ! och
i langt mindre utstrickning av n. Av den foregdende diskussion foljer att kvantdefekten bor bli
mindre ju storre  dr och det visar sig ocksa vara fallet. For natrium &r é,, = 0.86, d,q =~ 0.01 och
(Sn Fia 0.00.

Med utgangspunkt fran ovanstaende argument kan vi nu latt forklara Rydbergs empiriska formel i
ekv (15.7). Eftersom kvantdefekten ar praktiskt taget oberoende av n skriver vi den som d;, och ur
ekv (15.8) tillsammans med Bohrs frekvensregel foljer da att vaglangden svarande mot Gvergangen
mly — nly anges av

. 1 1
=Z%R 5 — 51> (15.9)
(TL - (511) (m - (512)
vilket &r precis ekv (15.7) om vi observerar att Zeg = 1 for alkalimetallerna och att I; och l» &r
konstanter for varje spektralserie.

I detta sammanhang kan det vara lampligt att nimna att man i spektroskopiska sammanhang ofta
skriver uttrycket for inversa vaglangden pa formen

1
X = 1inly — Tmlz: (1510)

dar T,,; ar den spektroskopiska termen svarande mot energinivan F,;. Vi finner da sambanden
chZ%R
2
(TL — (Snl)

och en spektroskopisk term &r alltsd samma sak som en energiniva, fastidn den uttrycks som en
invers langd i stéllet for som en energi.

Enl = —Cthl = — 5 (15.11)

Spektralserier av den typ som vi hér diskuterar upptrader inte bara fér alkaliatomer och liknande
atomer utan for alla grunddmnen. I sin egenskap av “enelektronatomer” dr alkaliatomerna dock
enklare att analysera &n andra. Vi kommer senare ocksa att diskutera ett typiskt “tvaelektron-
spektrum”, ndmligen heliumatomens.
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15.3 Rontgenfotoemission (ESCA)

Om elektromagnetisk stralning absorberas av ett stycke materia kan som bekant elektroner frigoras
pa grund av den fotoelektriska effekten. Genom att mita de utkastade elektronernas kinetiska
energi Fyip, fOr en given fotonenergi hv kan man bestdmma vilken bindningsenergi B elektronerna
hade innan de frigjordes. Energilagen ger ndmligen sambandet

Eyin + B = hv, (15.12)

enligt diagrammet i figur 15.5. Fo&r att med denna metod studera bindningsenergin for olika
atoméira orbitaler anvinder man karakteristisk rontgenstralning som fotonkalla, och fotoelek-
tronerna analyseras i en elektronspektrometer enligt principskissen i figur 15.6. I figur 15.7 visas
experimentella resultat for ddelgasatomerna, erhdllna med denna metod, varvid K,-linjen for Mg
har anvants som stralningskalla. Topparna i diagrammet ger direkt elektronernas bindningsen-
ergi. Ett viktigt anvindningsomrade for denna typ av elektronspektroskopi dr kemisk analys.
Energierna for de hart bundna innerskalselektroner, som kan slas ut med rontgenstralning, ar ju
enligt avsnitt 15.1 karakteristiska for atomen ifraga. Med hog upplosning ger metoden ocksa viss
information om atomens lige, eftersom en mera detaljerad analys visar att bindningsenergierna
for elektronerna beror av atomens omgivning och &ndras nir atomen ingér i kemiska foreningar.
Metoden géar darfor under ocksd namnet ESCA (Electron Spectroscopy for Chemical Analysis).

E Elektrondetektor
Ein —

hv
0

Elektroner
-B —
Elektronspektrometer
Figur 15.5 Figur 15.6
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XVI TERMUPPSPALTNING

Enligt centralfiltsapproximationen ar energinivderna fér en atom degenererade genom att ener-
gin endast beror av konfigurationen men ej av elektronernas férdelning pa kvanttalen m; och m.
Experimentellt finner man emellertid en viss uppsplittring, si att en given konfiguration svarar
mot flera niraliggande energinivaer. Denna s3 kallade termuppspaltning har tva orsaker. For
det forsta dr de elektrostatiska krafterna mellan elektronerna inte exakt ekvivalenta med en cen-
tralkraft, utan det finns en restterm som inte kan byggas in i centralféltsapproximationen. Med
en klassisk analogi kan man séga att bidraget till atomens energi fran vixelverkan mellan tva
elektroner beror av hur deras banor &r orienterade i forhallande till varandra. For det andra
finns det en koppling mellan elektronernas spinn och deras banrorelse, och vi har redan férut sett
hur denna koppling ger upphov till finstruktur i spektret fér enelektronatomer som véteatomen
och alkaliatomerna. I ldttare atomer dominerar den forsta effekten, medan den andra blir mera
betydelsefull for de tyngsta atomerna. Vi skall i detta kapitel studera hur termuppspaltning-
en uppkommer, och vi skall bérja med att undersoka olika fysikaliska storheter som under olika
forutsattningar ir rorelsekonstanter for atomen. Fragan dr av intresse dirfor att vi vet att de
stationdra tillstanden kan klassificeras med hjilp av rorelsekonstanterna.

16.1 Rorelsekonstanter i centralfaltsapproximationen

I centralfiltsapproximationen skriver man som bekant hamiltonoperatorn pa formen

N .9

A pZ

o= Y { 22+ Ver(r) ], (16.1)
i=1

dér potentialen Vcr(r;) inkluderar dels elektronernas véixelverkan med kéirnan, dels “centralféilts-
delen” av elektronernas inbordes vixelverkan. Vi observerar att Hy inte innehaller nagra kopp-
lingstermer mellan olika elektroner, och de enskilda elektronernas energier Hy, Hy, Hs, ..., Hy
ar alltsa var for sig rorelsekonstanter. Pa grund av att varje elektron ror sig i ett spinnoberoende
centralfilt giller vidare att rorelsemingdsmomenten L, Lo, Ls, ..., Ly och spinnen S, S,,
S3, ..., Sy &r rorelsekonstanter. Detsamma géller givetvis for alla linjirkombinationer av dem,
som till exempel Ly + Lo + Lo + ... + Ly, S +S2+ Ss + ... + Sy eller Ly + S¢, Ly + So,
..., Ly + Sy. Bland alla dessa rorelsekonstanter kan man pa i princip godtyckligt satt vélja ut
sd manga som behdvs for att fullstindigt karakterisera de stationéra tillstdnden. Urvalet maste
dock goras sa att de valda storheterna kommuterar med varandra for att de alla skall kunna
tillordnas bestimda virden. Det urval som ligger ndrmast till hands, och som svarar mot véar
tidigare behandling av centralfiltsapproximationen, dr Hi, L?, L1, S1,, - .., Hn, L%, LN, SN2-
Motsvarande vagfunktioner anges med kvanttalen ni, Iy, my,, Mgy, --., NN, IN, My, Mgy, varvid
man skall hilla i minnet att om tva uppsittningar kvanttal skiljer sig endast i friga om numreringen
av elektronerna sa anger de en och samma vigfunktion. Egenvirdesekvationen f6r Hy far alltsa
formen .

Hou(niy(mim.) = EntU(ni)y(mm,) (16.2)
dar symbolen (nl) anger konfigurationen, d v s elektronernas fordelning pa kvanttalen n och I,
och dar (myms) pa motsvarande sitt anger fordelningen pa kvanttalen m; och ms. Av vad som
ovan sagts framgar emellertid att detta inte dr den enda mdjliga sittet att karakterisera de sta-
tiondra tillstdinden. Eftersom energin i ekv (16.2) endast beror av konfigurationen giller att alla
linjairkombinationer av formen

U= Clmm) Ul mima) (16.3)

mpms

ocksa dr egenfunktioner till Hy med egenvirdet F(,; och vi kan alltsi finna alternativa upp-
sittningar av egenfunktioner. Detta svarar mot den forut nimnda mojligheten att vilja olika
uppsittningar av rorelsekonstanter for att karakterisera tillstanden.
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Sa lange man inte gar utanfor centralfdltsapproximationen ar alla mdjliga uppsattningar av linjart
oberoende egenfunktioner lika berdttigade, och man kan utga fran vilken som helst utan att raka i
nagra svarigheter. Om man diremot vill anvinda centralfiltsapproximationen som utgangspunkt
for en storningsrdkning bor man vilja att karakterisera de stationdra tillstanden med hjilp av
kvanttal som forblir “goda” (d v s svarar mot rorelsekonstanter) dven i nérvaro av storningen. De
storheter som kan bli aktuella i detta sammanhang ar dels atomens totala banrérelsemingdsmoment
och totala spinn,

N

L=)L; , (16.4)
i=1
N

s=Y's; , (16.5)
i=1

dels de enskilda elektronernas totala rérelsemidngdsmoment,
J=Li+s, (16.6)
samt slutligen hela atomens totala rorelseméngdsmoment,
N
J=L+S=)J . (16.7)
i=1

Dessa storheter kvantiseras enligt de vanliga reglerna for rorelsemingdsmoment, och vi skall
beteckna motsvarande kvanttal med L, mg, S, ms, ji, mj;, J och my, s att respektive storheter
kan anta virdena

LZ=L(L+1)A* (16.8)
L,= mLh, (mp=-L,-L+1,...,L) , (16.9)
S2=5(S+1)r* (16.10)
S, —msh (ms=-8,-S+1,...,85) , (16.11)
I =56+, (16.12)
Jiz =mjh, (mj, =—ji,—ji+1,...,7:) (16.13)
I =JJ+ 1) (16.14)
J.=mjh, (my=-J,-J+1,...,J) (16.15)

Kvanttalet L ar alltid heltaligt och j; dr alltid halvtaligt, medan S och J beroende pa omstindig-
heterna kan vara heltaliga eller halvtaliga (de enskilda elektronernas kvanttal m;, maste saklart
uppfylla villkoren i avsnitt 12.4).

Fastén alla de ovanndmnda storheterna ar rorelsekonstanter i centralfaltsapproximationen kan inte
alla samtidigt anvéndas for att klassificera de stationira tillstanden, eftersom vissa av dem inte
kommuterar med varandra. Till exempel kommuterar J? och J, med L? och S? men inte med L,
och S, och J? kommuterar med J* och J, men inte med L? och S%. Det ir alltid ldmpligt att
inkludera J2 och J, bland de storheter som anvinds vid klassificeringen av tillstdnden, eftersom det
totala rorelsemingdsmomentet alltid dr en exakt rorelsekonstant fér en atom (i franvaro av yttre
falt). Med denna begransning finner man att det bara finns tva alternativa sétt att konstruera en
fullstdndig uppsattning egenfunktioner utover det sdtt som redan angivits i ekv (16.2). Det ena
alternativet ir att utgd fran rorelsekonstanterna Hi, L?, ..., Hy, L%, L?, S%, J% och J,, si att
egenvardesekvationen i centralfidltsapproximationen far formen

Howinyrsim, = B W) LSTmy - (16.16)

Detta sitt att konstruera egenfunktioner kallas for LS-koppling eller Russel-Saunders koppling
och &r en lamplig utgangspunkt om L och S var for sig dr approximativa rorelsekonstanter, d v s
om spinnbankopplingen &r svag. Det andra alternativet dr att klassificera tillstAnden med hjilp av
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storheterna Hy, L2, 3%, ..., Hn, L%, J%, J2, J. och de relevanta kvanttalen &r da (nlj), J och
my. Egenvirdesekvationen skrivs i detta fall pa formen

ﬁou(nlj)ij = E)U(nij)m; - (16.17)

Denna sa kallade j-j-koppling anvinds som startpunkt om man vill studera atomer for vilka
spinnbankopplingen dr relativt stark medan vixelverkan mellan olika elektroner dr svag, sa att
varje elektrons totala rorelsemingdsmoment dr en approximativ rorelsekonstant.

16.2 Termuppspaltning vid LS-koppling

Lat oss undersoka vad som hinder om man tar hénsyn till hela bidraget fran coulombvéxelverkan
mellan elektronerna men fortfarande forsummar alla spinnberoende termer i hamiltonoperatorn.
Denna kan da skrivas pa formen

N e2 N 2

N 1 N
Z47‘1’607‘ +§z21

H = Hg+ Hee =

16.18
47T<f;‘0|rz —rj|’ ( )

i=1 Jj=

(i#i )

dér symbolen H.. betecknar den del av elektron-elektron-vixelverkan som ej medtagits i central-
faltsapproximationen. Eftersom korrektionen inte har formen av ett centralfilt finns det ingen
anledning att vinta sig att banrorelsemingdsmomenten f6r de enskilda elektronerna skall férbli
konstanta under rorelsen. Déaremot vintar man sig att det totala banrérelsemingdsmomentet L
skall vara en rorelsekonstant, eftersom systemet inte paverkas av nagra yttre kraftmoment. Man
kan formellt bevisa detta genom att berikna kommutatorn [L, H], ty villkoret for att en storhet
skall vara en rérelsekonstant ar ju att motsvarande operator kommuterar med hamiltonoperatorn.
Med hjilp av rdknereglerna for kommutatorer finner man litt att

N
Lo f] =-inS> 46—“)(7” , (16.19)

och hirur foljer att

N
[LH] =y [LZH] -0 (16.20)
i=1
vilket bekraftar att L i motsats till L; &r en rorelsekonstant. Det &r uppenbart att ocksé det totala
spinnet S ar en rorelsekonstant, eftersom hamiltonoperatorn i ekv (16.18) &ar spinnoberoende.
De exakta egenfunktionerna kan darfor klassificeras med hjilp av kvanttalen L, S, myp och mg.
Alternativt kan de tva sistndmnda utbytas mot kvanttalen J och mj, svarande mot det totala
rorelseméingdsmomentet, och som vi tidigare sett blir detta utbyte nédvindigt nar man skall ta
hénsyn till spinnbankopplingen.

Lat oss nu anta att Hee kan behandlas som en liten korrektion till centralfiltsapproximationen,
sa att man kan anvidnda lagsta ordningens stérningsteori vid berdkning av energinivaerna. Dessa
erhalles d& helt enkelt genom att man berdknar véintevirdet av hamiltonoperatorn i ekv (16.18)
med anvindning av centralfaltsapproximationens vagfunktioner. Vi har nyss konstaterat att L
och S forblir exakta rorelsekonstanter i ndrvaro av stérningen, och vi skall darfér vélja de ostorda
vagfunktioner som svarar mot LS-koppling enligt ekv (16.16). Resultatet kan skrivas pa formen

Ennyrs = <("1)LSJmJ‘fI0 + Hee

(nl)LSJmJ> (16.21)
= By + { (W) LS T | Heo

(nl)LSJmJ>.

Varje konfiguration splittras alltsd upp i ett antal termer, svarande mot olika virden pa L och S,
pa det sitt som illustreras med ett par exempel i figur 16.1. Energin dr oberoende av kvanttalen
J och my, eftersom dessa endast anger riktningarna av L och S (de kan ju bytas ut mot myp
och mg) och hamiltonoperatorn inte innehéaller nagon riktningsberoende term. Déaremot beror
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Figur 16.1

energin av kvanttalet S, vilket kan synas Gverraskande, da vi ju férsummat alla spinnberoende
termer i hamiltonoperatorn. Orsaken ar att pauliprincipen leder till ett samband mellan spinnet
och den ldgeberoende delen av vagfunktionen. Kravet att den totala vagfunktionen skall vara
antisymmetrisk vid utbyte av tva partiklar innebdr ndmligen att om den spinnberoende delen av
vagfunktionen &r symmetrisk s& maste rumsdelen vara antisymmetrisk och omvént.

Som framgar av figur 16.1 anvinder man speciella spektroskopiska beteckningar for att sirskilja
termerna, sa att kvanttalet L anges med bokstdverna S, P, D, F, ... och kvanttalet S anges genom
att multipliciteten 25 + 1 siitts som index uppe till viinster. Beteckningen 3P skall allts3 tolkas som
att L =1 och S = 1. Vi skall senare aterkomma till frigan om vilka termer som kan uppkomma
ur en given konfiguration och vilken ordningsféljden dr mellan dem med avseende pa energin.

Som redan papekats har vi i ovanstaende behandling férsummat spinnbankopplingen. For att ta
hénsyn till denna maste man till hamiltonoperatorn i ekv (16.1) addera ytterligare en term, som
approximativt kan skrivas pa formen

N
Hsp =Y &(ri)Li-Si, (16.22)

=1
dar funktionen £(r;) bestdms av den effektiva centralfiltspotentialen enligt formeln

N 1 dVer (r;)
E(n)—ngc% o (16.23)

P& samma sétt som for enelektronatomer far vi en finstrukturuppsplittring efter olika virden pa
kvanttalet J, darfér att energin i nirvaro av spinnbankopplingen beror av hur L och S dr orien-
terade i forhallande till varandra. Uppsplittringens storlek kan beriknas med ldgsta ordningens
storningsrakning, vilket ger

Eyiss = Epnws + <(n1)LSJmJ‘fISB‘(nZ)LSJmJ> . (16.24)

Forutsattningen for att denna form av storningsrikning skall fungera ar att finstrukturuppsplit-
tringen &r liten jAmfort med uppsplittringen mellan de olika LS-termerna. Om sa &r fallet kan man
visa att

<(nl)LSJmJ‘fISB ‘(nl)LSJmJ> - £(n,)L5<(nl)LSJmJ‘ﬁ : é‘(nl)LSJmJ>, (16.25)
dér ()15 dr den s kallade spinnbankopplingskonstanten for ifrdgavarande LS-term. Precis som

i var tidigare behandling av enelektronatomer kan vi nu gora omskrivningen

L-§= %[32 —i-¢, (16.26)
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vilket leder till

h2
Emjyrss = &miyrs + é(nl)LS? [J(J+1)—L(L+1)-S(S+1)]. (16.27)

Som exempel visas i figur 16.2 samma konfigurationer som i figur 16.1, men nu med hénsyn tagen till
finstrukturuppsplittringen pa grund av spinnbankopplingen. De olika finstrukturkomponenterna
ir fortfarande degenererade med avseende pa kvanttalet mj, eftersom energin &r oberoende av
det totala rorelsemidngdsmomentets riktning for en isolerad atom. For att hdva denna aterstaende
degeneration, d v s splittra upp finstrukturnivierna efter olika virden pa m s, krivs nagon form av
yttre falt, exempelvis ett magnetfilt (Zemanneffekt). Som framgar av figuren skiljer man mellan
de olika finstrukturkomponenterna genom att sitta kvanttalen J som index nere till héger pa den
spektroskopiska beteckningen.

2
1 5 Br
1 - 5 12
'0' 4 2D - O ———— D
(1s2252p) .- as2s22p%) D .- )
B 3 —e “se D.
~———B o 3R
s~.. 3P "o’ 3P \‘.
R — 4 4
Sin
ﬁ=ﬁo i-\I=I':I(,+I‘-‘Iee ﬁ=ﬁo+ﬁee+ﬁsa fl:flo I‘:I=flo+fle, ﬁ=ﬁ0+ﬁee+ﬁsg
(a) (b)
Figur 16.2

Den ovan beskrivna principen for LS-koppling
kan illustreras med hjilp av vektormod-
ellen pa det sitt som visas i figur 16.3
for en konfiguration med tre elektroner.
P4 grund av den icke-centrala delen av
elektron-elektron-véaxelverkan varierar de en-
skilda elektronernas banrdrelsemadngdsmoment
i tiden, men i franvaro av spinnbankopp-
ling &r variationerna sadana att det totala
banrérelseméngdsmomentet L &r konstant. Om
avvikelserna fran centralfélts-approximationen
ar sma giller att L?, L3 och L3 dr approxima-
tiva rorelsekonstanter, vilket betyder att vek-
torerna L1, Lo och L3 i huvudsak utfor ren pre-
cessionsrorelse kring vektorn L.

Figur 16.3

Pa grund av kravet att den fullstindiga vagfunktionen skall vara antisymmetrisk kan spinnen
inte variera oberoende av banrdrelsemingdsmomenten, och det visar sig att S;, Ss och Sz pa
likartat sdtt maste utféra en precissionsrorelse kring den totala spinnvektorn S, som liksom L &r
en rorelsekonstant i franvaro av spinnbankoppling. Tar man hinsyn till spinnbankopplingen s
blir ocksé L och S tidsberoende, si att de gemensamt precesserar kring den totala rérelsemangds-
momentvektorn J. Forutsattningen for att LS-kopplingen skall ge en god beskrivning av atomen &r
att spinnbankopplingen &r svag jamfort med den icke-centrala elektron-elektron-vixelverkan, vilket
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betyder att precessionen av L och S kring J skall vara mycket langsam jamférd med precessions-
rorelserna hos Lj, Loy, L3 och S1, So, S3 kring L respektive S.

16.3 Tillatna LS-termer for nagra olika konfigurationer

I samband med behandlingen av spinnbankopplingen for enelektronatomer studerade vi hur tva
rorelseméngdsmoment L; och Ly sammansétts till ett totalt rérelsemidngdsmoment L. Vi fann
darvid att kvanttalet L, som bestimmer storleken av L2, kan anta virdena

L=|l1—l2|,|l1—l2|+1,...,l1+l2, (1628)

dér Iy och Iy dr kvanttalen svarande mot L? och L3. Genom upprepning av proceduren finner man
att vid addition av N rorelsemidngdsmoment kan L anta en serie virden av formen

L=_Lnin, Linin +1, Lipin +2, ..., L1 + o +--- + In, (16.29)

dér det minsta mojliga L-virdet far bestdmmas fran fall till fall genom upprepad anvindning av
ekv (16.28). Fastin vi anvént symbolen L fungerar proceduren naturligtvis lika bra f6r spinn
som for banrorelsemingdsmoment, och det forefaller darfor vara en enkel sak att bestimma de
mojliga LS-termerna for en given konfiguration. Lat oss som exempel betrakta tre elektroner i
konfigurationen 1s2p3d. For dessa giller att Iy = 0, I3 = 1, I3 = 2 och att s; = s2 = s3 = 1/2,
och vi finner 13tt att de mojliga virdena pad L och S &r L =1,2,3 och S =1/2,3/2. Det innebér
att konfigurationen 1s2p3d splittras upp i sex termer, nimligen 2P, 2D, 2F, *P, D och “F. P4
samma sitt kan man analysera andra konfigurationer, men vid nidrmare betraktelse visar det sig
ofta att vissa av de erhallna LS-termerna maste férkastas eftersom de strider mot pauliprincipen.
I ovanstaende exempel hade alla tre elektronerna olika virden pa savil n- som [-kvanttalen, och
pauliprincipen var darfor automatiskt uppfylld. Om daremot tva eller flera av elektronerna &r
ekvivalenta, d v s har samma virden pa n och [ (= tillhér samma subskal), s maste man gora
en mera detaljerad undersokning. Vi skall hér visa hur man gar till viga genom att som exempel
behandla nagra enkla men viktiga typer av konfigurationer.

De allra enklaste konfigurationer som kan forekomma &r siddana som endast innehaller slutna
subskal, t ex 152, 152252, 1s22s22p®. Det karakteristiska for sdidana konfigurationer &r att samtliga
orbitaler dr besatta, vilket betyder att elektronernas fordelning pa kvanttalen m; och m ar entydigt
bestdmd, sa att motsvarande energiniva dr ickedegenererad. Den kan alltsa inte uppsplittras av
vare sig elektron-elektron-vixelverkan eller spinnbankoppling, utan svarar mot en enda LS-term
med ett enda varde pa J. Av det faktum att alla kombinationer av m; och m, &r representerade
foljer vidare att summorna mp,, mg och my ar noll oavsett hur z-axeln ar riktad, och det betyder i
sin tur att L, S och J maste vara noll. En konfiguration bestaende av slutna subskal svarar
alltsa alltid mot en !Sjy-term. Dessutom visar man Litt att laddningsfordelningen for ett slutet
subskal ar sfiriskt symmetrisk, och detta dr en viktig orsak till att centralfiltsapproximationen
fungerar sa bra som den gor. De konfigurationer, som man har anledning att intressera sig for
utgors nu i allménhet av ett fatal elektroner utanfor slutna skal. Eftersom de slutna skalen inte ger
nagra bidrag till L, S och J kan vi i fortséttningen helt 1dmna dem ur rékningen nir vi diskuterar
vilka LS-termer som kan férekomma, for en given konfiguration.

Konfigurationer med en elektron utanfor slutna subskal har vi redan behandlat i avsnittet om
alkaliatomernas spektra. Dessa konfigurationer har ren enelektronkaraktér, och darfér sker ingen
termuppspaltning pa grund av elektron-elektron-véxelverkan. Daremot ger spinnbankopplingen en
uppsplittring i tva finstrukturnivaer, utom for termer med L = 0. Som exempel visas i figur 16.4
finstrukturuppsplittringen av de tva ligsta termerna f6r natriumatomen.
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Figur 16.4

Lat oss harnidst betrakta konfigurationer med tva elektroner utanfér slutna subskal. Om de tva
elektronerna inte &r ekvivalenta kan vi latt finna de majliga LS-termerna genom direkt tilldmpning
av ekv (16.28). For konfigurationen 2p3p géller till exempel att L kan anta vardena 0, 1 och
2, och att S kan anta virdena 0 och 1. Varje kombination av L och S svarar i sin tur mot ett
antal J-virden pa det sitt som schematiskt illustreras i figur 16.5. Om konfigurationen daremot
ir av formen 2p2, si &r de bdda elektronerna ekvivalenta, och vi méste explicit ta hinsyn till
pauliprincipen vid analysen av termuppspaltningen. Det gor vi genom att systematiskt skriva ned
alla de mgjliga kombinationerna av m; och mg pa det sitt som visas i tabell XVI.1. Varje rad
representerar ett mojligt tillstand, och kryssen anger kvanttalen m; och mg fér de tva elektronerna.
P& grund av pauliprincipen far de tva elektronerna inte ha samma kvanttal, vilket betyder att de
tva kryssen maste placeras i olika rutor. Totalt finner vi 15 olika tillstand, och far vart och ett kan
vi rdkna ut kvanttalen my och mg, svarande mot z-komponenterna av L och S, genom att helt
enkelt addera de bada elektronernas m;-kvanttal respektive ms-kvanttal. Resultatet framgar av de
tva kolumnerna langst till héger. Utgdende fran dessa kan vi sedan stélla upp tabell XVI.2, som
visar hur manga tillstand som svarar mot varje kombination av my och mg. Vi har férut funnit
att de LS-termer som kan tinkas uppkomma genom kombination av tva p-elektroner &r 1S, 1P,
1D, 3S, 3P och 3D (jamfor figur 16.5), och av tabell XVI.3 framgar vilka kombinationer av my, och
mg som dessa ger upphov till. Genom jamforelse mellan tabellerna XVI.2 och XVI.3 ser vi att av
de sex tinkbara LS-termerna #ir bara tre tillitna om elektronerna ér ekvivalenta, nimligen 'S, 'D
och ®P. Situationen illustreras i figur 16.6, vilken bér jimféras med figur 16.5.
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Den ovan beskrivna metoden att bestimma de mdjliga LS-termerna dr helt allmén, och i tabell
XVI.4 anges de resultat man erhaller for nagra olika tva-elektronkonfigurationer. Man kan ligga
marke till en allmén symmetriegenskap, som exemplifieras av att de tillatna LS-termerna for fyra
p-elektroner dr desamma som for tva p-elektroner. Orsaken &r att ett p-skal med fyra elektroner
kan betraktas som ett fyllt p-skal med tva “hal”, och dessa hal upptrader visentligen som tva
elektroner, fast med motsatt laddning. Tabell XVI.1, som visar de mdgjliga tillstanden for tva
p-elektroner, kan ocksa anvindas for att visa de mdgjliga tillstanden for fyra p-elektroner, om
man later kryssen och de tomma rutorna byta plats och samtidigt byter tecken pad mj och mg.
Slutresultatet blir i bada fallen detsamma. P& samma sétt ger fem p-elektroner samma LS-termer
som en p-elektron, och atta d-elektroner ger samma LS-termer som tva d-elektroner, o s v.
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m;=-1 m; =0 m=1
Nr miy My
m,—--% ms""% mx="% ms'-"% ms="% me=
1 X X -2 0
2 X X -1 -1
3 X X -1 0
4 X X 0 |-1
5 x X 0 0
6 X X -1 0
7 X X -1 1
8 X X 0 0
9 X X 0 1
10 X X 0 0
11 X X 1 -1
12 X X 1 0
13 X X 1 0
14 X X 1 1
15 X X 2 0
Tabell XVI.1
mg mL -2 -1 0 1 2
@ ®
0 ©) O® | 0O® | @® @
3 @ ® @
Tabell XVI.2
mg—~"1L 2 -1 0 1 2
1 &) G |GG | G &)
sy (p)
0 M@ (A CRCDGs) o BOd® GG
-1 &) G [®CP® | G &)
Tabell XVI.3
Skal Tilldtna tillstand
S 25
s2 1§
sS 1§, 38
sp 1p, 3p
sd D, 3D
sf IF, 3F
p (el. p%) 2p
p?(el. p%) 1§, 3P, !D
pp 18, 38, P, 3P, ID, 3D
m lp‘ 3P, lD, 3D, lp’ 3F
pf 1D, 3D, IF, %F, IG, 3G
d (el 4 D
d2 (el d%) 1§, 3P, 1D, 3F, !G
fasl 1§, 38, !p, 3P, 1D, 3D, 'F, 7F, G, 3G
i ] 1p, 3p, 1D, 3D, 'F, %F, IG, 3G, H, 3H
f (el. f13) 2r
f2 (el. f12) 18, 3P, ID, %F, IG, 3H, I
ff 15.8. 990 ... 13

Tabell XVI.4
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16.4 Hunds regler

Den analys vi gjort sdger oss vilka termer en given konfiguration ger upphov till, men den siger
ingenting om ordningen mellan energierna for de olika termerna. Den fullstindiga ordningsfoljden
kan man bara fa fram genom direkta numeriska berdkningar, men i allménhet f6ljer ordningsfoljden
“Hunds regler”, som ar tre till antalet:

1. Termen med det storsta S-virdet har den ligsta energin.

2. Om flera termer har samma S-virde, sa har bland dessa termen med stoérst L-virde den
lagsta energin.

3. Bland de olika J-vardena i en term ger det minsta J-virdet den lagsta energin, om subskalet
ar mindre &n halvfullt, och det storsta J-virdet den lagsta energin, om skalet &r mer &n
halvfullt (finstrukturregeln).

Hunds forsta regel kan sigas vara en konsekvens av pauliprincipen. Ett stort S-virde innebér att
manga elektroner har parallella spinn, och dessa elektroner undviker varandra for att inte bryta
mot pauliprincipen. Av det faktum att vagfunktionen dr antisymmetrisk foljer ndmligen att den
ar noll om tva elektroner med samma, spinn har samma rumskoordinater. Genom att elektronerna
undviker varandra nedbringas coulombvéxelverkan mellan dem och energin sinks. Hunds andra
regel siger att ett stort L-varde &r gynnsamt for att fa lag energi. Ett stort virde pa L innebar att
manga elektroner kretsar i samma riktning runt kirnan, och dessa elektroner har stora mojligheter
att undvika varandra, varigenom energin nedbringas. Hunds tredje regel har ocksa en rationell
forklaring som det dock skulle fora for langt att ga in pa i detta sammanhang. FExempel pa
anvandning av Hunds regler finner man i figurerna 16.2, 16.4, 16.5 och 16.6, dir samtliga nivaer
har ordnats i enlighet med ndmnda regler. Det bor dock understrykas att reglerna egentligen bara
ar helt pélitliga nir det giller att avgdra vilken term som har den lagsta energin.

16.5 Termuppspaltning vid j-j-koppling

Som redan papekats ger LS-kopplingen en god beskrivning av atomer for vilka spinnbankopplingen
kan behandlas som en liten korrektion i férhéllande till den icke-centrala delen av elektron-elektron-
vaxelverkan (Hgsp < Hee). Detta ar val uppfyllt for atomer med sma virden pa atomnumret Z,
men det visar sig att bidraget till energin fran elektron-elektron-vixelverkan vixer langsammare
med Z an vad spinnbankopplingstermen gor, och for de allra tyngsta atomerna &r det den senare
termen som ger det storsta bidraget. Detta kan intréffa ocksa for lattare atomer om konfigurationen
i fraga bestar av orbitaler med mycket olika radiell utstrackning (t ex 1s2p). Vid en approximativ
berdkning av energinivaerna borjar man da lampligen med att forsumma den icke-centrala elektron-
elektron-vixelverkan och man skriver alltsa

H = H, + Hgg, (16.30)

dér Hy &r hamiltonoperatorn i centralfiltsapproximationen och Hgg &r spinnbankopplingstermen
enligt ekv (16.22).

Centralfiltsapproximationen forutsétts fortfarande vara en god utgangspunkt f6r stérningsrikning,
men i enlighet med diskussionen i avsnitt 16.1 skall vi nu anvénda j-j-koppling i stillet fér LS-
koppling. Det betyder att man borjar med att koppla ihop banrérelsemangdsmomentet och spinnet
for varje enskild elektron till ett totalt rorelsemangdsmoment f6r elektronen ifraga pa samma, sétt
som vid behandlingen av spinnbankopplingen i enelektronatomer. De ostérda egenfunktionerna
karakteriseras alltsd av kvanttalen (n I j m;) eller ekvivalent av (n [ j) J my enligt ekv (16.17).
Lagsta ordningens stérningsridkning pa ovanstaende hamiltonoperator ger da energinivaerna

E(nlj) = E(nl) + <(nl])Jm]‘I:ISB‘(nl])Jm]> , (16.31)

dar den sista termen kan berdknas pa liknande sitt som i kapitel XII. Varje konfiguration uppsplit-
tras alltsd i ett antal nivaer som skiljer sig genom elektronernas fordelning pa olika j-kvanttal. Om
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man gar vidare och ocksa tar hansyn till termen i hamiltonoperatorn sa uppsplittras varje sddan

j-j-niva i sin tur efter olika virden pa det totala rorelsemidngdsmomentkvanttalet J. Resultatet

kan skrivas R
Enijy = Euy) + <("U)ij|Hee

(nlj)ij> : (16.32)

forutsatt att lagsta ordningens storningsteori ar tillamplig (ere <K I:ISB). I figur 16.7 visas schema-
tiskt j-j-kopplingen for en s-elektron och en p-elektron. Man kan illustrera relationen mellan
j-j-koppling och LS-koppling genom tankeexperimentet att man kontinuerligt varierar styrkan av
termerna Hee och Hgp i hamiltonoperatorn. Det skulle da vara mojligt att ga fran det ena ex-
tremfallet till det andra pa det sétt som visas i figur 16.8. I praktiken visar det sig ofta att det
verkliga forhallandet ligger nagonstans mitt mellan de tva grénsfallen, vilket betyder att varken
LS-koppling eller j-j-koppling ar tillampbar, och man far da tillgripa mera allminna metoder.

J=1

iip=12,32

: J=0
1s2p /’/

J=1

N plp=2,12
J=0

H = H, H = Hy + Hgg H = Hy + Hgg + Heg
Figur 16.7
. ‘P I1=1
“‘o ~~.‘. l = l e Jl, 12= 2 -2
';'." "%"" “‘.‘ 182
1s2p s s o1 . -
.. S J1=1 I da= 303,
... '-—L-Zd= * a" -..:
., 3P .a"’ I -=J Pod ',_J_'—--Q—-"’
~". I = " Rad
-~ -~ ~ £
He>> Hsp Hgp>> Hee
H=1, Heflg+ Hee  H=H)+ Het+ Ay H=Hy+Hg H=H,
Figur 16.8
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16.6 Urvalsregler

Vi har redan tidigare diskuterat urvalsreglerna for dipolovergangar vid vixelverkan mellan en
enelektronatom och det elektromagnetiska stralningsfaltet. Enligt gyllene regeln dr Overgangssan-
nolikheten proportionell mot kvadraten pa matriselementet av atomens elektriska dipolmoment,
och detta resultat giller oférdndrat for atomer med flera elektroner. Om spinnbankopplingen
forsummas kan man harur hérleda foljande urvalsregler:

AL=0,+1, (AL =0 ¢j tillatet om L = 0)
Amg =0, £1,
AS=0. (16.33)

I nérvaro av spinnbankoppling far motsvarande urvalsregler formen

AJ=0,+1, (AJ=0g¢j tillatet om J = 0)

Am_] = 0, +1 y

AS=0. (16.34)
for latta atomer, som kan beskrivas med LS-koppling. En urvalsregel som alltid ar giltig ar att
pariteten maste vara olika for begynnelsetillstand och sluttillstand. Orsaken &r att dipol-

momentet har udda paritet, och om bada tillstinden har samma, paritet blir matriselementet en
integral av en udda funktion, vilket ger vérdet noll.
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XVII TILLAMPNING PA HELIUM

For att konkretisera teorin for flerelektronatomer skall vi i detta kapitel studera det enklaste ex-
empel som star att finna, ndmligen en atom med tva elektroner. Vi skall speciellt koncentrera oss
pa helium, men behandlingen #r ocksé tillimpbar for jonerna H—, Lit, Be?t, ..., Ot .. Fe?4+t,
... (“heliums isoelektroniska serie”). Det kan i detta sammanhang nimnas att hogt joniserade
tvaelektronjoner har stort intresse inom astrofysiken, eftersom de existerar i solkoronan, som &r
mycket hetare &n solens yta. Om man noggrant kdnner dessa joners spektra kan man identifiera
dem i koronans spektrum, och genom att jimféra intensiteter for olika element kan man upp-
skatta de relativa méngderna och dven koronans temperatur. Utover de rena tvaelektronsystemen
finns det ocksa atomer och joner som approximativt kan behandlas som tvaelektronatomer, till
exempel atomerna i grupp 2a i det periodiska systemet (Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra). Orsaken
ar att grundtillstandskonfigurationerna for dessa atomer utgors av tva elektroner utanfor slutna
ddelgasskal, och de forhaller sig alltsa till helium pa liknande sétt som alkalimetallerna forhaller
sig till véte.

17.1 GrundtillstAndets energi

Utgangspunkten for diskussionen skall i princip vara den exakta hamiltonoperatorn fér systemet,

men vi férsummar redan fran borjan spinnbankopplingen, eftersom dess effekt &r mycket liten for

ldtta atomer som helium. Vi skriver alltsa hamiltonoperatorn pa formen
p? P32 Ze? Ze? e?

5 P1
= - -
2me. + 2m, Ameori  4meors + dmeg|ry — ral’

(17.1)

dar Z ar kdrnladdningen (Z = 2 i detta fall), och dir den sista termen kommer av coulombvéxel-
verkan mellan de tva elektronerna. Striangt taget har vi hir férsummat inte bara spinnbankopp-
lingen utan ocksa en rad andra termer som till exempel relativistiska korrektioner, kopplingen till
kdrnspinnet och korrektionen orsakade av kdrnans &ndliga massa. Samtliga dessa ger upphov till
sma men méatbara effekter, som emellertid faller utanfér ramen for var behandling.

Eftersom vi inte har nagon mojlighet att 16sa tvaelektronproblemet analytiskt skall vi anvénda
centralfiltsapproximationen for att uppskatta grundtillstandets energi. Konfigurationen i grund-
tillstdndet #ir som bekant 1s2, och i centralfiltsapproximationen har vagfunktionen darfér formen

1
UO(I‘101,I'202) _——R15(T1)R1s(7‘2)
X _1 [ (01) (02) — (02)X 1/2(01) 1)
o1)X_1/2(0 o o1)|,
V2 X1/2\01)X~1/2(02 X1/2\02)X~1/2\01

dar vi tagit hansyn till att elektronerna ar fermioner, sa att vagfunktionen maéste vara antisym-
metrisk med avseende pé utbyte av r1, o1 mot ra, o2. Den radiella vigfunktionen R,(r) erhélles
ur vagekvationen

[ h* d?

BT + ch(r)] rR15(r) = E1,rRy4(r), (17.3)

dar Vor(r) ar den effektiva centralpotentialen, och E;, &r orbitalenergin. Problemet &r nu att
finna en lamplig form pa Vor(r), och vi skall med nagra exempel visa vilka resultat som erhalles
med olika ansatser.
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(a) Oskdrmad centralpotential. En dalig men mycket enkel approximation fir man genom ansatsen

Ze?
4dregr’

Vor (7‘) = (174)

vilken innebér att man helt och héallet forsummar elektron-elektronvixelverkan. Ekvation (17.3)
blir d& densamma som f6r viteatomen, och man finner 16sningen

713/
Rig(r) =2 [—] e~ (Zr/ao) (17.5)
ao
med orbitalenergin
Z%e?
By =— 17.6
1s 87T€0(l0 ( )
Atomens grundtillstandsenergi &r i denna approximation
Eo =2E;5, (17.7)

vilket for Z = 2 ger Ep = —108.8 eV. Det &r uppenbart att det erhallna vardet dr f6r lagt, eftersom
den term som férsummats alltid ger ett positivt bidrag.

Trots att denna term inte kan betraktas som liten skall vi férsdka uppskatta den med hjilp av
ldagsta ordningens stérningsteori. Vi finner da att

By = <1s2‘f1|152> — 2F,, + AE, (17.8)

=L 3 3ry R2 €
AFE = (471’)2 /d Tl/d T2 RIS(T1)47T60|I‘1 _r2|Rls(T2)J (179)

och funktionen R;4(r) &r densamma som i ekv (17.5). Den spinnberoende delen av vagfunktionen
i ekv (17.2) spelar ingen roll for energin, da hamiltonoperatorn dr oberoende av spinnet. Man kan
analytiskt utféra integrationerna i ovanstaende uttryck, och resultatet &r

5Ze>

AE = —.
327‘(’60@0

(17.10)

Numeriskt finner man AE = 34.0eV, vilket ger g = —74.8eV. Eftersom energin vid ldgsta
ordningens storningsrikning erhélles som ett vantevirde av den fullstindiga hamiltonoperatorn
ligger resultatet enligt variationsprincipen alltid 6ver den exakta grundtillstandsenergin. Vi kan
alltsa dra slutsatsen att det korrekta virdet ligger nagonstans mellan —108.8eV och —74.8¢eV.
Experimentellt finner man Ey = —79.0eV, vilket betyder att resultatet av storningsrikningen inte
slar fel pd mer dn 5%, fastdn man utgatt fran en mycket grov approximation.

(b) Centralpotential med skdrmningskonstant. Man kan pa ett enkelt sitt forbattra foregaende
approximation genom att inféra en skdrmningskonstant ¢ i centralpotentialen. Denna far da
formen

(Z — 0)e?

Vor (r) = - dreor

(17.11)

och den fysikaliska innebdrden &dr att vardera elektronen ser en reducerad kdrnladdning péa grund
av den andra elektronens narvaro. Den vagfunktion som erhalles ur ekv (17.3) far nu formen

_13/2
Rys(r) =2 {Z U] e~ lZ=alr/adl (17.12)
ao

och motsvarande orbitalenergier ar

(Z — 0)%€? .

Els = -
871'60(10

(17.13)
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For att bestimma ett numeriskt virde pa skdrmningskonstanten skall vi anvinda variationsme-
toden. Vi berdknar alltsd vantevirdet f6r den fullstindiga hamiltonoperatorn i ekv (17.11) med
anvindning av vagfunktionen (17.12) {6r bada elektronerna,

<ﬁ> =/ 7’% d7'1/ ngh Rls(7‘1)R1s(Tz)I‘:’Rls(Tl)Rls(TQ)a (17-14)
0 0
och om man utfor integrationerna far man resultatet
2
- e
Hy=——(8?%- Z —87%). 17.1
(H) ET T (8% =50 + 5 87%) (17.15)

Det bésta virdet pa o dr enligt variationsprincipen det som ger den ligsta energin, och hérur finner
vi latt att

5
= — 17.1

7= 15" (17.16)

Grundtillstandets energi dr alltsa approximativt

A 25 e2

Eoy=(H) . =—(—-+82%>-5Z 17.17
0 < >mm (32 + )3271’60&0 ’ ( )
och for Z = 2 far man Ey = —77.5eV, vilket avviker fran det experimentella virdet med 1.9%.

Det kan anmérkas att samma uttryck for Eo som ovan fas om vi utgar fran ekv (17.13) och bildar
summan av de tva orbitalenergierna,

(Z —5/16)2%€? 25 ) e?
Ey=2E,=-22"°212/% (22,872 57}~ | 17.18
0 ts 8meoao 32" 327e0a0 ( )

I allménhet géller dock att vintevirdet av energin skiljer sig fran summan av orbitalenergierna,
vilket ju var vad som intraffade nér vi anvinde en oskdrmad centralpotential. Summan av orbital-
energierna blev da —108.8eV, medan vantevirdet av energin blev —74.8eV. Man skall i sddana
fall ha klart for sig att det &r <I§T > som ger det bista vardet pa atomens totala energi.

(c) Mer avancerade approximationer. Man kan visa att den bésta mdjliga centralfaltsapproxima-
tionen dr Hartree-approximationen (egentligen Hartree-Fock-approximationen, som for konfigura-
tionen 1s? r identisk med Hartree-approximationen). Denna leder till betydligt mer komplicerade
berdkningar &n den nyss beskrivna metoden, men resultatet blir inte sirskilt mycket battre. Man
finner Eg = —77.9eV, d v s en avvikelse pa 1.4% fran det korrekta virdet. For att na battre re-
sultat dn detta maste man i sin ansats i variationsmetoden ga utanfor enelektronapproximationen,
d v s anvinda vagfunktioner som inte kan faktoriseras i en funktion som beror av r; och en som
beror av ro. Hir kan man ge fantasin fritt spelrum, och ett exempel pa detta dr vagfunktionen

U =e 1:8605565(1 _ 0.087026s + 0.467736u — 0.049206s 'u? + 0.001292u " '#*+
+ 0.030099s 72 4 0.05789152 + 0.008079su — 0.160571u? + 0.076577su®—
—0.013293s~ 2u* 4+ 0.002071u 425 + 0.226660t> — 0.1552825 Lut’+
+0.0397165 2u?t? — 0.0116565> + 0.0021285%u + 0.028827su>+
+0.014535u> — 0.0127585 'u* — 0.022154st2 + 0.005221ut>+
+ 0.003594s 1u?t? 4+ 0.001025s + 0.002525%u — 0.00232852u? —
— 0.000112su> — 0.007997u* + 0.0056555 1> + 0.0058525%t%+
+ 0.003172u#? 4 0.000555t* — 0.000137su* + 0.001326u°—
—0.000939s "% — 0.0002005%t% — 0.001060%°t* + 0.000105u*t> —
— 0.000002u5)

(17.19)

dir s =11 + re, t = r3 —r; och u = |r; — r3|. Denna funktion, som foreslagits av Kinoshita, ger
ett energivirde som faller vil inom de experimentella felgrinserna. Nir man utfor sa detaljerade
berdkningar maste man givetvis vid jaimforelsen med experimenten ocksa ha hansyn till spinnban-
koppling och andra effekter som vi har har férsummat.
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17.2 Termuppspaltning for det lagsta exciterade tillstandet

Grundtillstandet for heliumatomen svarar som vi sett mot att bada elektronerna befinner sig i 1s-
orbitaler. Genom att placera den ena elektronen (eller bada) i orbitaler med hogre energi kan man
generera exciterade tillstand f6r atomen. Vi skall hir studera det lagsta exciterade tillstandet, som
har konfigurationen 1s2s. Till skillnad fran grundtillstandskonfigurationen &r denna konfiguration
degenererad, d v s motsvaras av mer &n en vagfunktion. Vardera elektronen har ndmligen tva
olika spinntillstand att vélja mellan, och vi far alltsa fyra olika tillstdnd som vi kan sarskilja med
hjélp av spinnkvanttalen mgs = £1/2 och mgz = £1/2. Motsvarande vagfunktioner kan skrivas
pa formen

7 =[50 Juza(e2) = s w2 e0) o013 /2(02) (17.20)
upy = 7 7= [0/ (00X 1 202) = w2z o021 oo)] s (721)
iy = 5 [ns()uas e Y1200 2(00) —aeinE )X a a2 aa(on)] . (172)
u =z [uls(rl)uQs(m) - uls(rg)uzs(rl)] X—1/2(01)X1/2(02) , (17.23)

dar vi tagit hansyn till att elektronerna ar fermioner genom att antisymmetrisera vagfunktionerna.
Eftersom hamiltonoperatorn dr spinnoberoende dr det emellertid 1ampligare att vélja vagfunktioner
som kan faktoriseras i en lagesberoende del och en spinnberoende del. Detta ar fallet for den forsta
och den sista av ovanstaende vagfunktioner, men inte f6r de tva mellersta. Det &r dock latt att
bilda linjarkombinationer som har den énskade egenskapen, och vi kan dérigenom finna fyra linjart
oberoende vagfunktioner av formen

u11 = ua(ry,r2)x11(01,02) , ( )
U190 = UA(I‘l,I‘Q)Xl()((Tl,O'Q) 5 (1725)
u1—1 = ua(ri,r2)x1-1(01,02) , ( )

( )

ugo = us(r1,r2)Xo0(01,02) ,

dar wa(ry,ra) och ug(ry,ry) ar antisymmetriska respektive symmetriska kombinationer av vag-
funktioner i lagerummet,

ua(ry,ry) = —= [uls(rl)UZS(r2) - uls(rZ)u2s(r1)] , (17.28)

P—‘Sp—l
[\V)

us(ry,rp) = 7 [u1s(r1)uzs(r2) + uls(r2)u2s(r1)] ) (17.29)

och dir de spinnberoende funktionerna ar

x11(01,02) = x1/2(01)X1/2(02) , (17.30)
x10(01,02) = % [X1/2(UI)X—1/2(02) + x1/2(az)x,1/2(al)] : (17.31)
X-1-1(01,02) = x_1/2(01)X—1/2(02) , (17.32)
Xo0(01,02) = % [X1/2(01)X—1/2(U2) - X1/2(02)X—1/2(01)] . (17.33)

Vagfunktionerna i ekv (17.24) — (17.27) ar sadana att en antisymmetrisk funktion av lagevektorerna,
kombineras med en symmetrisk spinnfunktion och omvént, vilket naturligtvis dr nédvandigt for
att den fullstindiga vagfunktionen skall vara antisymmetrisk. Det kan visas att spinnfunktionerna
i ekv (17.30) — (17.33) &r egenfunktioner svarande mot det totala spinnet S, s att

S2X5m“3 (01,0'2) = S(S + l)hzxsms (01,02) R (1734)
S:X5m,(01,02) = MshXsm,(01,02) , (17.35)
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och ekv (17.24) — (17.27) ger alltsa vagfunktionerna vid LS-koppling f6r konfigurationen 1s2s.
Kvanttalet L &ar givetvis noll for alla fyra vagfunktionerna, eftersom ingen av elektronerna har
nagot banrdrelseméngdsmoment.

Vi skall nu underséka energin for de olika tillstanden, och vi kan dérvid glémma bort de spinn-
beroende faktorerna i ekv (17.24) — (17.27), eftersom vi férsummat alla spinnberoende termer
i hamiltonoperatorn. Spinnet kommer bara in indirekt genom att det paverkar symmetrin for
rumsdelen av vagfunktionen. Man bor dérfor vinta sig att fa tva olika energivirden, svarande mot
tripletten (S = 1), som beskrivs av en antisymmetrisk vagfunktion i rummet, och singletten
(S = 0) som beskrivs av en symmetrisk funktion. Som utgangspunkt for diskussionen véljer vi
den enklaste formen av centralfiltsapproximationen, d v s vi forsummar till att borja med all
vaxelverkan mellan elektronerna. Hamiltonoperatorn ar d& av formen
P B
2m., 2m, A4dmwegri  4megrs

(17.36)

och vagfunktionen uq,(r) och uss(r) anges av de kinda formlerna f6r viteliknande atomer. Mot-
svarande energi har vardet

B 5 B Z2e? 1
(1s2s) = Lns + Ling = _871'60610 (1 + Z) . (17.37)
Eftersom energin bara dr en summa av tva oberoende bidrag, ett for varje elektron, spelar det
ingen roll hur man numrerar partiklarna, och d&rfor far man samma resultat for den symmetriska
funktionen ug(ry,rs) som for den antisymmetriska funktionen u4(r;,rs). Denna typ av degen-
eration kallas utbytesdegeneration, och vi skall se hur den upphévs nir man tar hinsyn till

elektron-elektronvixelverkan. Vi adderar alltsa termen
2
. e

Hoo = (17.38)

dmeglry —ra|’
till den ostérda hamiltonoperatorn och berdknar dess bidrag till energin med hjilp av lagsta ord-
ningens storningsriakning, utgdende fran de ostérda vagfunktionerna i ekv (17.28) och (17.29).
Resultatet ar

E(lst)S =E;+E;+I+K, (1739)
dar
3 3 2 62 2
I= [ &y [ d®ry|ugs(ry)| m|u2s(1‘2)| ; (17.40)
2
* e *
K= /d3T1/d3Tz uls(rl)UZS(rl)mu2s(r2)uls(r2)7 (17.41)

och plustecknet i ekv (17.39) avser singletten medan minustecknet avser tripletten. Integralen
I kallas for den direkta integralen eller coulombintegralen och den har samma form som
den elektrostatiska energin vid vixelverkan mellan tva klassiska laddningsfordelningar (jamfor
Hartree-approximationen). Integralen K, som kallas for utbytesintegralen, ar didremot en rent
kvantmekanisk effekt utan klassisk motsvarighet. Den upptréder pa grund av att elektronerna &r
identiska partiklar som inte kan numreras, och vi ser att den skiljer sig fran den direkta integralen
just genom att man kastat om index pa r; och ry i tva av funktionerna. Bidraget till energin
fran utbytesintegralen har olika tecken beroende pa om vagfunktionen &r symmetrisk eller anti-
symmetrisk, och resultatet blir att tripletten far ligre energi dn singletten i 6verensstimmelse med
Hunds forsta regel. Den fysikaliska orsaken till detta dr som vi tidigare papekat att elektronerna i
det tillstand som har en antisymmetrisk vagfunktion i rummet undviker att komma i nirheten av
varandra, varigenom energin fran coulombrepulsionen minskar. Resultatet illustreras schematiskt
ifigur 17.1.

17.3 Heliums spektrum

Man kan pa samma sitt som ovan studera alla konfigurationer av formen 1snl, och man finner
likartade resultat. Alla dessa konfigurationer spaltas upp i en triplett och en singlett, och resul-
tatet ar det termschema som framgar av tabell XVIL.1 och figur 17.2. I figuren har en del tilldtna
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Figur 17.1

Overgangar inritats, och man lagger mérke till att inga 6vergangar kan ske mellan tripletterna och
singletterna. Detta beror pa urvalsregeln AS = 0, som kommer av att vixelverkan mellan atomen
och det elektromagnetiska filtet dr spinnoberoende om spinnbankopplingen ar svag. Resultatet
blir att heliums spektrum ser ut som om det vore sammansatt av tva nagot olika spektra svarande
mot tvé olika sorters helium. Man brukar anvinda beteckningarna parahelium for singletterna och
orthohelium for tripletterna, och fér var och en av dessa far man ett antal spektralserier av samma
typ som alkalimetallernas (principalserien, diffusa serien, skarpa serien, fundamentalserien). Or-
thohelium avviker dock fran mdnstret genom att 1s-tripletten saknas, eftersom de tva elektronerna
i grundtillstandet méste ha antiparallella spinn.

Configuration Term Helium singlet-triplet diff. hydrogenic

—E em™ cm~! —E cm™!
: 33 missing
2 —
. 'S 198,311 109,678 (n = 1)
33 38,461
1s2s 1g 32,039 6,422
27,419 (n = 2)
°p 29,230
12 'P 27,182 2,048
33 15,080
].S3S ls 13’452 1,628
°p 12,752
53 'P 12,107 645 12,186 (n = 3)
5D 12,215
ts3d 'D 12,212 3
3
1sds 12 g,g;g o3
5p 7,100
1sdp lp 6,824 276
*D 6,872
1s4d 5 6270 5
5F 6,864.4
tedf 'F 6,863.8 0.6

Tabell XVII.1
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XVIII MOLEKYLFYSIK

En atom &r en samling elektroner bundna till en kidrna. En molekyl &r en samling elektroner
bundna till flera kdrnor. Molekyler &r stabila i sitt grundtillstand, dvs det krdvs en viss minsta
energi for att sonderdela dem i sina bestandsdelar. Darfor kan vi kalla en molekyl for ett bundet
tillstand av atomer.

Vi skall i detta kapitel studera hur molekyldra bindningar uppkommer, och vi skall ocksa studera
molekylernas energinivaer och spektra. Molekyldra spektra skiljer sig pa ett karakteristiskt satt
fran atomdira spektra. Skillnaderna orsakas av att atomkirnorna i en molekyl kan rora sig i
forhallande till varandra. Denna relativa rorelse dr i allmidnhet en komplicerad blandning av
rotations och vibrationsrorelser. Vi skall darfor i huvudsak néja oss med att studera de enklaste
molekylerna, de som har tva kiirnor. Aven dessa ir mer komplicerade system &n atomer pga det
okade antalet frihetsgrader. Exempelvis har den allra enklaste molekylen Hi , som bestar av tvd
protoner och en elektron, sex inre frihetsgrader: tre for elektronen och tre for protonernas relativa
rorelse.

Kemisk bindning &r ett centralt begrepp inom kemisk fysik och kemi. Begreppet dr synonymt med
molekyldr bindning. Det kommer in i en rad olika sammanhang. Ett perspektiv rér universums
utveckling under de senaste ar-miljarderna, fran det skede, da materien helt enkelt utgjordes till
99.9% av vate och helium. Allteftersom temperaturen sjonk, bildades Hy men inte Hey. Varfor?
Den for jordetillvaron s& visentliga Ho molekylen har unika egenskaper. Hur kan det komma
sig? Levande organismer har uppstatt som slutsteg i langa urvalsprocesser, som borjar med H,
He och nagra fororeningsatomer. Hur fungerar de kemiska steg, som ingar? Ett annat perspektiv
ar det tekniska, vid framstéllning av nyttokemikalier och vid undvikandet av oonskade bieffekter
pa t ex miljon. I alla fall av dessa slag finns det grundliggande fragor angaende den kemiska
bindningen: Né&r, varfér och hur uppstar den? Hur bestdmmer bindningen det kemiska dmnets
Ovriga egenskaper?

Information om molekylar struktur och bindning far man framst genom molekylira spektra. Detta
har blivit moéjligt genom utveckling av alltmer forfinade spektroskopier och genom teoretiska land-
vinningar inom uttolkningen av spektra. Elektronspektra dkar var forstaelse av kemisk valens.
Vibrationsspektra informerar om krafter mellan atomerna och om dissociationsenergier. Rotations-
spektra ger geometriska data om molekylen. P3 sa sitt uppnas kunskap om olika egenskaper hos
de individuella molekylerna. Detta leder t ex till férstaelse av fysikaliska och kemiska egenskaper
hos motsvarande gaser och till forutsigelser om kemiska jimvikter. Andra viktiga resultat av
molekylarspektroskopin &r identifiering av tidigare okédnda molekyler. Till exempel har CH, OH
och C, identifierats som fria molekyler under speciella forhallanden. Aktuella tillimpningar pa
detta finns inom astrofysik, dir t ex molekyler i interstellir och intergalaktisk materia identi-
fierats, och ytfysik, dir t ex adsorberade molekyler och reaktionsfragment pa katalytiska ytor
identifierats.

Forhoppningsvis ger de ndmnda exemplen en antydan om varfér en 6kad kunskap om molekylers
dynamik och struktur dr av mycket stor vikt for var grundldggande forstaelse av naturen. Kvant-
fysiken spelar en nyckelroll i detta sammanhang. Utgangspunkten for den kvantmekaniska beskriv-
ningen dr hamiltonoperatorn for den molekyl, som studeras. Betrakta en molekyl bestaende av N
karnor och M elektroner. Vi numrerar kdrnorna med index k¥ (k =1, 2, ..., N) och elektronerna
med index ¢ (i = 1,2, ..., M). Om man foérsummar spinnbankopplingen och andra relativistiska
effekter kan man skriva systemets hamiltonoperator pa formen
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dér r; och Ry ar ortsvektorerna for elektron 4, respektive krna k, och dar Z; och M) betecknar
ifrdgavarande kirnas atomnummer och massa. De olika termerna representerar i tur och ordning
elektronernas kinetiska energi, kirnornas kinetiska energi, den potentiella energin for elektron-
elektron-vixelverkan, den potentiella energin fér elektron-kirn-vixelverkan och den potentiella
energin for kdrn-karn-vixelverkan.

Att 16sa den fullsténdiga schrodingerekvationen med en sa komplicerad hamiltonoperator ar en i det
ndrmaste hopplds uppgift, &ven om man har tillgang till avancerade datorer. Man maste darfor
tillgripa approximationer. En mycket god siddan &r den s k adiabatiska approximationen,
som foreslogs av Born och Oppenheimer under slutet av tjugotalet, men som fortfarande &r en
av hornstenarna i molekylfysiken. Den grundar sig pa den enkla iakttagelsen att da kdrnorna
ir sa mycket tyngre dn elektronerna kan de i princip betraktas som ordérliga vid berdkningen av
elektronrorelsen. Avsnitt 18.1-18.10 utnyttjar den adiabatiska approximationen for en diskussion
av kemisk bindning. Hur separationen av elektron och kérnrorelse sker i denna approximation
beskrivs i avsnitt 18.11. Avsnitt 18.12-18.13 4gnas at en beskrivning av kérnornas vibrations och
rotationsrorelse och at molekylspektra.

18.1 Kemisk bindning

Bindning i ett fysikaliskt system uppstir, ndr den totala energin, dvs summan av kinetisk och
potentiell energi, for det sammansatta systemet dr 1igre &n summan av delarnas totalenergier. En
molekyl AB &r stabil, ndr Eap < Ea + Ep , dir E; (i = A,B eller AB) ar den totala energin
for resp delsystem. Drivkraften bakom den molekylira bindningen &r coulombattraktionen mellan
elektroner och kéarnor. I vissa fall kan darvid elektronerna battre komma i atnjutande av kidrnornas
attraktion. En stabil molekyl kan da bildas. I andra fall blir elektronfordelningen oférdelaktig for
stabilitet.

Elektronférdelningen och den kemiska bindningen bestdms av de kvantmekaniska lagarna. Stor
forskarmdda laggs fortfarande ner pa att 16sa det omfattande kvantmekaniska mangpartikelproblem,
som beskrivningen av en molekyl utgér. Minst lika viktig som en kvantitativ beskrivning av
den kemiska bindningen dr en kvalitativ forstéelse av dess natur. Héarvid &r vissa kvalitativa
overlaggningar och modeller av stort vérde, liksom enkla berdkningar pa modellsystem. De
nirmaste avsnitten tar upp sadana aspekter.

En i manga sammanhang mycket anviandbar typ av Overliggning utgar fran kraftbegreppet. I
en stabil molekyl maste den totala kraften pa varje kirna vara noll. Denna kraft bestar av dels
attraktionen fran de negativt laddade elektronerna och dels av repulsionen fran de 6vriga kdrnorna
(att detta resultat galler ocksa kvantmekaniskt visas pa Gvningarna). Enligt elektrostatiken leder
detta till vissa inskrdnkningar i elektronernas fordelning i rummet. Ett system enligt figur 18.1(a)
torde vara stabilt men det i (b) instabilt. Man talar om bindande respektive antibindande
elektronstrukturer.

Aven om molekylen innehaller ménga elektroner, behdver vi ej ta hinsyn till alla vid ett resonemang
kring den kemiska bindningen. Det &r bara de yttersta elektronerna, som ej dr i slutna skal
(valenselektronerna), som har en chans att bidra till bindningen. Dessutom skall vi se, att inte
alla valenselektroner bidrar pa samma sétt. Den kemiska bindningen beror starkt pa nérvaron av
oparade valenselektroner.
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Figur 18.1

18.2 Olika bindningstyper

Vid en kvalitativ diskussion av bindningsegenskaper hos materia kan man sirskilja fyra idealtyper
av bindning. For att inse hur dessa typer kan uppsta, dr det bra att férst konstatera vad som
kan hinda med en elektron i en atom, nir den senare nirmar sig en annan atom. Atomen kan
behalla elektronen, vilket sker om elektronen &r hart bunden, eller i annat fall kan den avge en
elektron. Energikostnaden for detta &r jonisationsenergin fér atomen. Atomen kan ocksa ta upp
en elektron. Energivinsten for detta ar elektronaffiniteten. En atoms virden pa jonisationsenergin
och affiniteten anger dess bendgenhet att géra det ena eller det andra.

En typ av bindning &r den mycket svaga attraktion, som upptriader mellan t ex ddelgasatomer.
Dessa har hog jonisationsenergi och ingen eller mycket 1ag affinitet. Aven om de #r elektriskt
neutrala, fluktuerar laddningen i tiden, sa att elektronerna pa den ena atomen kan kinna av
rorelsen i ndrbeldgna atomer och pa sa satt fa en svag attraktion. Denna typ av bindning brukar
man kalla van der Waals-bindning. Den har betydelse t ex vid gasers kondensation och svarar
ocksa for bindningen hos ddelgaser i fast form och hos andra kondenserade gaser som Hy och HCI.
En annan typ ar jonbindningen, vilken svarar fér bindningen i kristallina salter, t ex NaCl, eller
i sddana molekyler som HCl. Den uppstar f6r molekyler som innehéller bade lattjoniserade atomer
och atomer med hog affinitet. Vid molekylens bildande f6rs en eller flera elektroner Gver fran en
atom till en annan. Joner bildas. Bindningen ar av elektrostatisk natur.

Den tredje typen dr metallbindningen. En metall bestar av littjoniserade atomer, som avger
elektroner till en gemensam elektrongas. Elektronerna i en metall delas salunda av alla atomerna
pa ett satt som leder till bindning.

Den fjarde huvudtypen av bindning &r den kovalenta bindningen, alias valensbindningen. Den
svarar for stabiliteten i sadana molekyler som Hy, Oz och CHy och i kovalenta kristaller som Si,
Ge och C (diamant). Ocksa denna bindning baseras pa atomers benigenhet att avge elektroner.
Den avviker fran metallbindningen genom att dessa elektroner delas pa ett mera lokalt sétt. De
hamnar typiskt i s k valensbindningar, som ar lokaliserade i omradet mellan tva atomer som binds
samman och dér vanligen elektroner upptrader parvis (elektronparsbindning). Vi skall i detta
kapitel uteslutande behandla denna typ av bindning. Framst skall vi diskutera det enklaste fallet,
ndmligen tvaatomiga molekyler.

Endast de viktigaste bindningstyperna har ndmnts har. Sillan upptrader en bindningstyp renodlat.
Vanligen finns en blandning av olika typer. Klassificeringen dr trots detta mycket vérdefull.

18.3 Elementar diskussion av vagfunktionens forandring vid bindning

Lat oss forst kvalitativt betrakta vad som hinder nir tva fria atomer fors samman f6ér att bilda
en molekyl. Nar de ndrmar sig varandra borjar de yttre elektronhéljena att Gverlagras och den
slutgiltiga 6verlagringen &r ofta sa stark, att molekylaxelns mittpunkt ligger ungefir dar tatheten
hos valenselektronerna i den fria atomen har maximum. Detta innebdr att valenselektronernas
tillstand fordndras starkt vid dvergang fran atoméra till molekylira forhallanden, medan de inre
elektronskalen &r relativt oférdndrade. For en stabil molekyl resulterar dessa férandringar i en
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minskning av valenselektronernas energi, dvs de ger bindning.

Vi skall nu till en bérjan betrakta potentialen och tillstanden i en isolerad atom och sedan diskutera
hur dessa fordndras vid 6vergangen till en molekyl.

Potentiella energin for en elektron utanfér en kirna gar fran virdet noll pa oadndligt avstand till
minus o#ndligheten enligt —Ze?/4mweor (Z #r atomnumret). En siddan potentialkurva &terges i
figur 18.2.

AX---4----/B

Figur 18.2

De horisontella linjerna i figuren representerar diskreta energinivéder for elektronerna som vi kan
fa genom att 16sa schrodingerekvationen med den aktuella potentialen (jamfor viteatomen). Om
en elektron ror sig med en sadan energi kan den enligt den klassiska mekanikens lagar endast
rora sig i det omrade, dir dess kinetiska energi dr positiv, dvs i omradet AB i figur 18.2. Enligt
kvantmekaniken kan elektronen tringa in i omraden svarande mot negativ kinetisk energi, men
vagfunktionen ddmpas dir exponentiellt mot noll. Vagfunktionen och dirmed sannolikheten att
patraffa elektronen dr salunda skild fran noll dven utanfér omradet AB. Maximum f{6r tatheten
ligger dock alltid inom detta omrade. Elektronen dr sdlunda bunden till atomen av en potential-
barridr, vars hojd for valenselektronerna ar av storleksordningen flera elektronvolt.

Om nu tva atomer nirmar sig varandra och om de har ofullstandigt fyllda yttre elektronskal, sa
skulle det kunna vara mdgjligt for en elektron att ga Over fran den ena atomen till den andra.
Detta forhindras emellertid effektivt av den hdga barrisren. Aven fast en Gvergdng i princip &r
mojlig pa grund av den kvantmekaniska tunneleffekten, &r den mycket osannolik med en barriir
av hojden flera elektronvolt och tjockleken flera angstrém. Nir atomerna kommer tillrickligt néra
varandra, borjar barridren dock bli ligre och samtidigt tunnare. Nar de kommit varandra s néra,
som schematiskt visas i fig. 18.3, har potentialbarridren praktiskt taget féorsvunnit, och elektronen
kan utan ndmnvart hinder réra sig fran den ena atomen till den andra.

Figur 18.3

Detta leder emellertid till en mycket viktig effekt: den diskreta energinivan hos valenselektronen
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i den isolerade atomen Overgar till tva nivéer vilkas energiskillnad &r av storleksordningen nagon
elektronvolt. Nir tvd atomer kommer varandra tillrickligt néra, for att elektronen skall kunna
hoppa over fran den ena till den andra med tillrackligt hog frekvens (tillrackligt ofta) kommer
energinivaerna att spaltas upp. Den totala energiuppspaltningen dr approximativt den som svarar
mot Gvergangsfrekvensen mellan atomerna. Detta r helt analogt med vad som hander tva pendlar
om de kopplas ihop. Kopplingen ger upphov till tva nya frekvenser, med en frekvensskillnad som
beror pa graden av koppling.

For en molekyl bestaende av ett fatal (IV st) atomer spaltas nivaerna upp i nagra fa komponenter,
medan i en kristall kommer den diskreta nivan att breddas ut till ndra nog ett kontinuum av nivaer
(fig. 18.4).

A Energi
N=1 2 3 4
Figur 18.4

For att forsta hur kemisk bindning uppstar, maste man nirmare studera foréndringen i elektronens
vagfunktion. Denna forandring for en bindande vagfunktion askadliggors schematiskt i figur 18.5.

? b 4
Molekyl

»
-
~
~

T o —— Tl
r

Isolerad atom

Figur 18.5: Skiss pa elektronens vagfunktion med atomkirnan i origo och molekylens andra atom
placerat nagonstans at hoger.

Elektronens kinetiska energi bestims av vagfunktionens gradient. Vi ser att genom den delokalis-
ering som sker i molekylen, far den bindande vagfunktionen en mjukare variation i omradet mellan
kdrnorna. Harigenom kan en viss reduktion i bidraget till den kinetiska energin fran detta omrade
uppnas. Denna delokalisering kan leda till en sinkning av den totala energin och salunda favorisera
bindning. Det som ytterst haller en molekyl samman &r den attraktiva vixelverkan mellan elek-
tronernas negativa laddningar och karnornas positiva laddningar. Fér att binda samman atomer
till molekyler genom denna elektrostatiska attraktion mellan valenselektroner och jonkarnor (kdrna
plus innerskalelektroner) kan det goras fyra saker, som inte alla &r helt férenliga:

1. De positiva jonerna skall hallas atskilda f6r att minimera coulombrepulsionen mellan lika
laddningar;
2. Valenselektronerna skall hallas isér;

3. Valenselektronerna skall héllas nira de positiva jonkirnorna fér att maximera coulomb-
attraktionen mellan olika laddningar;
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4. Dessa tre atgarder kan sinka den potentiella energin hos systemet, men de méaste genomforas
pa ett sadant sitt att den kinetiska energin hos systemet inte dkas for mycket. Enligt kvant-
teorin tenderar varje lokalisering av elektroner att oka den kinetiska energin. Det kan lattast
inses med hjélp av Heisenbergs osdkerhetsrelation. Det kan ocksa ses fran fig. 18.5, dir sam-
mandragningen (kontraktionen) till kdrnans nérhet leder till storre gradienter i detta omrade
och darigenom till storre bidrag till kinetiska energin. Delokalisering Gver flera atomer & an-
dra sidan, ger mdjlighet till en reduktion av den kinetiska energin, som i ovanstdende enkla
exempel.

For att diskutera bindning méaste vi jamféra den totala energin hos molekylen, kinetisk plus po-
tentiell, med energin hos samma, antal fria, neutrala atomer pa o#dndligt avstand fran varandra.
En molekyl kan bara vara stabil om dess totala energi dr ligre dn den totala energin fér de fria
atomerna. Skillnaden (energin for fria atomer - molekylenergin) definieras som bindningsenergin.

18.4 Vitemolekyljonen

Det &r i allminhet mycket svart att 10sa elektronproblemet for en molekyl utan att tillgripa ap-
proximationer. Ett undantag dr vitemolekyljonen, som bestar av tva protoner och en elektron.
Problemet kan 16sas med metoder fran den matematiska fysiken, men for vart syfte ar en grovre men
mer fysikaliskt grundad metod mer givande. Denna approximativa metod har visat sig anvindbar
ocksa for mera komplicerade molekyler.

Figur 18.6

Med koordinater enligt figur 18.6 kan vi skriva Hamiltonoperatorn (kinetisk plus potentiell energi)
som

- n* - e? e?
2m Amegr,  Ameory’

(18.2)

dér vi for enkelhets skull betraktar kdrnorna som fasta punktladdningar (M > m) och darmed
bortser fran (det konstanta) bidraget till energin som kommer fran kirnornas vixelverkan. Lat oss
forst anta att dessa befinner sig pa mycket stort avstand fran varandra. I sa fall vantar vi oss att
elektronen skall vara lokaliserad kring en av protonerna. Vi far alltsa tva fall enligt fig. 18.7 och
det ligsta energitillstandet svarar mot en av de tva vagfunktionerna (a9 = Bohrradien)

1
®1(ra) = ®1(jr —Ral) = —=e /",

imo (18.3)
Pa(rp) = Pa2(|r — Ry|) = Ze T/

a3

62



Figur 18.7 Fall 1 (vénster) och fall 2 (hoger).

Dessa ger samma energi, dvs grundtillstandet dr degenererat. Om protonerna diremot ar nira
varandra behover elektronen inte bara vara lokaliserad till en av dem, utan vagfunktionen beror
av bade r, och ry.

For att ge elektronen en mojlighet att vara bade pa 1 och 2 ansdtter vi som en forsta ordningens
approximation en linjirkombination av ®; och ®,, innehallande tva tills vidare obekanta reella
koefficienter, C; och Cj:

III(I') =C191 + Cy9, . (18.4)

Figur 18.8 R ar avstandet mellan de tva atomkéirnorna.

Funktionerna ®; och ®, ir inte ortogonala, vilket innebar att
(T|T) = CF + C3 +2C1C1 S, (18.5)

dir S = (®1|®P2) &r den sa kallade 6verlappsintegralen mellan ®; och ®; (se fig. 18.8). Den kan
berdknas, och resultatet ar

kR ] . (18.6)

S —e Rlao|1 4 22 L 2
e [+a0+3a§

diar R ar avstdndet mellan de tva atomkdrnorna. For att bestimma koefficienterna C; och Cs
anvander vi variationsmetoden. Vi berdknar alltsa

U|H|v
i) s
och anvander villkoren
OF oF
6—01 = 6—02 = (18.8)
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Om vi satter
(®:|H|®;) = Hyj (18.9)

far vi ekvationssystemet

Hy —E 3 (Hiz + Ho) — SE\ (Ci\ _ (0 (18.10)
%(H]Q—}—Hgl) —SE H22 —F CZ 0 ' ’

Villkoret for att fa icketriviala 16sningar ar att determinanten &r noll. Vi Ioser sekularekvationen,
stoppar in energiegenvirdena var for sig i ekvation (18.10) och far de tva l6sningarna (med Hyy =
Hy; Hiz = Ha)

d P H H
g = kel med energin  E = Zut e , (18.11)
21+ 5) 1+S5
d - H - H
U,=——2_ medenergin E=-—2 "1 (18.12)
21-25) 1-S

¥, &r symmetrisk och ¥, &r antisymmetrisk med avseende pa mittpunkten mellan protonerna. I
figur 18.9 visas kvalitativt hur elektronenergin varierar med avstandet R mellan protonerna.

E (eV) A
27 Antibindande (¥, )

1+

-
R A)
-1

24

Figur 18.9

Vi ser att den symmetriska vagfunktionen ger ett minimum i potentialen, svarande mot ett bundet
tillstand, medan den antisymmetriska vagfunktionen inte ger nagot bundet tillstand. Kvalitativt
kan vi forsta detta genom att studera vagfunktionernas utseende i fig 18.10. I det symmetriska
tillstandet befinner sig elektronen oftast mellan protonerna och ar darfor bindande, medan i det
antisymmetriska tillstandet elektronen oftast befinner sig pa “utsidan”. Detta slag av tillstand
kallas antibindande. Jimf6r med figur 18.1.

18.5 Vitemolekylen; repulsion mellan heliumatomer

Ett analogt resonemang kan anvindas for vitemolekylen Hy. Hér finns det tva elektroner att halla
reda pa. Dessas spinn spelar en visentlig roll, ty den totala vagfunktionen maste vara antisym-
metrisk med avseende pa ett byte av de bada elektronerna. Detta innebér, att den symmetriska
vagfunktionen ¥, kan ta de bada elektronerna bara om de har motsatta spinn. En av elektronerna
maste g in i den &vre antibindande orbitalen om de har samma spinn. Men da férsvagas bind-
ningen. I praktiken bryts molekylen sonder. Vi kan dra slutsatsen, att vitemolekylen inte kan
existera med parallella elektronspinn.

Liksom fér HY #r elektronenergierna degenererade da kiirnavstandet R ir mycket stort. Situationen
svarar mot en elektron kring respektive proton. D&a de bada protonerna ndrmar sig varandra
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Bindande Antibindande

Figur 18.10

Okar sannolikheten for elektronerna att ga fram och tillbaka. Detta leder till en splittring av
energin. Denna splittring 6kar da protonerna ytterligare ndrmar sig varandra (jfr figur 18.9).
Detta innebar for tillstindet, som svarar mot den undre (bindande) nivén, en attraktiv kraft,
som drar ihop atomerna. Detta kan sedan ske dnda tills repulsionen mellan de bada protonerna
dominerar minskningen i elektronisk energi, och de inte kan tryckas ihop langre. Pa detta sétt
erhalls potentialenergikurvor lika dem i figur 18.9.

Sasom resonemanget hir forts, giller dessa kurvor for energin hos enskilda elektrontillstand.
Avgorande f6r molekylers stabilitet dr storleken pa den totala energin. I den allra enklaste formen
av enelektronapproximation fas den senare genom att summera de enskilda elektronernas energier.
Den totala energins storlek blir da en fraga om hur de molekylira enelektrontillstanden besétts.
Om fler bindande tillstand besitts &n antibindande, &r det troligt att molekylen &r stabil (for
att slutgiltigt avgora stabiliteten med teoretiska hjalpmedel maste man ga utdver enelektronap-
proximationen. Sadana forfinade berdkningar ger stdd at det kvalitativa resonemang som forts
har).

For Hy finner vi, att den mest stabila konfigurationen erhélles om bada elektronerna sitts i den
symmetriska, bindande konfigurationen. Dess vagfunktion karakteriseras av att elektrontétheten
ar storre i omradet mellan kidrnorna &n vad den var innan en koppling var mgjlig mellan de bada
vateatomerna. Detta ger upphov till en elektrostatisk attraktion mellan kirnorna och elektronmol-
net som resulterar i bindning. Mot den antisymmetriska vagfunktionen svarar en elektrontdthet,
som &r reducerad i omradet mellan atomerna och man far i detta fall i regel ingen bindning.

Villkoret for att kunna placera bada elektronerna i det férdelaktiga symmetriska tillstandet ar att
det nya tillstandet kan halla bada elektronerna. Har vi, som vi hér implicit férutsatt, utgatt fran
tva atomer med precis en elektron per atom, &r detta givetvis mdojligt genom att placera bada
elektronerna med motsatt spinn i det lagsta av tillstdnden. Diremot &r det p g a pauliprincipen
ej mojligt att lata de bada elektronernas spinn vara parallella. Vatemolekylen &r ett exempel pa
en sadan situation, dér vi far en stark bindning genom att para elektroner med motsatt spinn, en
s k elektronparsbindning.

Hade vi i stéllet utgatt frdn atomer dir nivan varit maximalt besatt hos bada atomerna skulle
bindningsegenskaperna férindrats. Endast hilften av elektronerna ryms nu i den bindande sym-
metriska nivan, och de 6vriga far placeras i de ickebindande tillstinden. Man far i detta fall i
regel ingen stabil molekyl. Ett exempel pa denna situation ar det fall, dd de bada atomerna &r
He-atomer. Av de totalt fyra elektronerna hamnar tva i bindande och tva i antibindande enelek-
trontillstand. Ingen stabil kovalent bindning uppstar. Vixelverkan mellan tva heliumatomer dr
repulsiv (sdnér som pé den svaga van der Waalsbindningen).
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18.6 Klassificering av tillstinden for tvaatomiga molekyler

I kapitel XVI beskrevs hur atomira tillstand kan klassificeras. Vi sag att symmetriegenskaper hos
hamiltonoperatorn svarar mot goda kvanttal hos atomen, och att en allt noggrannare specificering
av hamiltonoperatorn svarar mot en allt storre precisering av kvanttalen. Molekyler har en annan
symmetri &n atomer, och darfor &r andra kvanttal aktuella. Det finns naturligtvis ménga olika slags
molekyler och klassificeringar. Vi skall har i korthet bara berora nagra symmetrier och kvanttal,
som &r aktuella for tvdatomiga molekyler.

I detta avsnitt forsummar vi alla finstruktureffekter beroende av relativistiska effekter, sasom
spinnbankoppling. Hamiltonoperatorn for elektroner i molekyler har alltsa formen

~ p 'Z Z /6
H, = =L — — , 18.13
Z 477507“, Z 471'607“” HZ dmegrgg ( )

dér index ¢ star for elektronerna och g for kirnorna.

I motsats till forhallandena fér atomer dr for molekyler det totala banrdrelsemingdsmomentet
ej konserverat, da det falt som paverkar elektronerna ju ej langre har sfarisk symmetri. For
tvaatomiga molekyler har emellertid filtet axial symmetri med avseende pa axeln genom de
bada kdrnorna. salunda dr komponenten av banrorelseméngdsmomentet lings molekylens axel en
rorelsekonstant. Man betecknar vanligtvis absolutvardet av denna komponent med A (A = 1).
Den kan anta virdena 0, 1, 2, ... och vi kan anvénda detta kvanttal for klassificeringen av
tillstanden. Denna klassificering motsvarar L i atomspektroskopin, och man betecknar vanligtvis
tillstanden med stora grekiska bokstdver svarande mot de latinska bokstdverna for olika L for
atomer. Exempelvis betecknar vi tillstand med A =0, 1, 2 som X—, II— resp. A-tillstand.

En annan anvindbar observabel for klassificering &r liksom fér atomer det totala spinnet S for
alla elektronerna. For S # 0 har varje tillstdnd degenerationsgraden 2S + 1 med avseende pa
spinnets z-komponent, vilken degenerationsgrad man kallar multipliciteten hos nivé, och i likhet

med atomer betecknas termerna
25+, (18.14)

Exempelvis betecknar 3II en term med A =1 och S = 1.

Hamiltonoperatorn for molekylen ar vidare invariant under spegling i ett godtyckligt plan genom
molekylens axel. Vi observerar att banrérelsemingdsmomentets komponent ldnges axeln byter
tecken under en sadan spegling. Alltsa ar alla termer for A # 0 tvafaldigt degenererade (vilket vi
f 6 kan inse utan denna Overlaggning). I fall da A = 0 finns ingen sadan degeneration; Y-termerna
ar alltsa ej degenererade. Vagfunktionen for ett sadant tillstand kan alltsa bara multipliceras
med en konstant som resultat av speglingen. D& resultatet av tva speglingar i samma plan &r
identitetstransformationer kan denna konstant endast antaga virdena +1. Man far sdlunda skilja
mellan sadana ¥-tillstand, for vilka vagfunktionen ej fordndras, och sadana, dar vagfunktionen
byter tecken, och man betecknar dessa med X+t respektive ¥~

Om molekylen byggs upp av tva identiska atomer, tillkommer ytterligare en symmetri, som
vi kan utnyttja for klassificeringen. For en sadan molekyl dr mittpunkten av forbindelselinjen
symmetricentrum. Med denna punkt som origo dr hamiltonoperatorn invariant under trans-
formationen x; — —x; for alla elektroner i. Da inversionsoperatorn ocksd kommuterar med
banrérelsemingdsmomentets komponent lings molekylens axel, kan vi for givet A klassificera
tillstanden efter deras paritet och kalla de tillstand, dar vagfunktionen ej dndras vid inversio-
nen, for jamna tillstand, g-tillstdnd (g = “gerade”), och de, dar vagfunktionen byter tecken for
udda tillstand, u-tillstand (v “ungerade”). Vi skriver detta i term-beteckningarna som I, II,
0svV.

Man har empiriskt funnit, att for de allra flesta stabila tviatomiga molekyler &r vagfunktionen i
grundtillstandet fullstindigt symmetrisk, dvs att vagfunktionen ar invariant under samt-
liga symmetrioperationer for molekyler. Vidare ar det totala spinnet S noll for de
flesta molekyler i grundtillstindet. Grundtillstindet for en molekyl &r alltsi i regel !X+ och
12; for + -molekyler uppbyggda av tva identiska atomer.
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18.7 Molekylorbitaler

Den i foregaende avsnitt anvinda metoden att bilda approximativa vagfunktioner genom linjér-
kombination av atoméra vagfunktioner gar under namnet LCAO (Linear Combination of Atomic
Orbitals). De vagfunktioner som erhalles pa detta sitt kallas for molekylorbitaler och med de-
ras hjilp kan man ange elektronstrukturen for molekyler pa liknande sitt som vi tidigare gjort
for atomer. I exemplet med vatemolekyljonen bildade vi molekylorbitaler ur tva atoméra 1s-
orbitaler men det finns naturligtvis ménga andra tinkbara kombinationer, t ex tva 2p-orbitaler.
Molekylorbitaler kan inte pa samma sétt som atomorbitaler klassificeras med kvanttalen [ och m,
eftersom rorelsemingdsmomentet L for en elektron i en molekyl inte &r konstant. Detta beror
pa att molekyler inte &r rotationssymmetriska. For tvaatomiga molekyler géller emellertid att
rorelseméingdsmomentets komponent 1angs symmetriaxeln &r en rorelsekonstant, vars belopp kan
anta virdena Ah, dir X\ ar ett heltal. For sddana molekyler anvinder man ofta foljande beteck-
ningar pa molekylorbitaler:

1 Molekylorbitalerna klassificeras efter impulsmomentets komponent lings rotationsaxeln, A d v s
som ¢-, m-, d-tillstand etc for A = 0, 1 resp. 2.

2 Transformationsegenskaperna anges vid spegling i ett plan genom molekylens axel, ofta vid
spegling i ett plan genom molekylens axel, o resp. o—, 7 resp. 7, 08 v.

3 For molekyler av identiska atomer anges symmetrikaraktiren vid en inversion m a p symmetri-

centrum, og, 0y, Tg, Ty €tc.

Utover denna symmetrirelaterade klassificering anvénder man ocksa ofta ytterligare symboler for
att ange karaktiren hos molekylorbitalen:

4 Antibindande molekylorbitaler betecknas med en asterisk.
5 Inom parentes anges de atomorbitaler, som framst bidrar till molekylorbitalen.
De tva molekylorbitaler som vi konstruerade f6r vatemolekyljonen i foregaende avsnitt illustreras i

fig. 18.11. Figuren visar schematiskt hur sannolikhetstétheten for elektronen ser ut i de tva fallen,
och vagfunktionens tecken i olika omraden har ocksa angetts.

N =\
= aulns;
\\u(' 2

—

Figur 18.11

Vi kan nu ga vidare och bilda molekylorbitaler genom att till exempel kombinera tva atomara
p-orbitaler med varandra. Det &r p-orbitalernas speciella riktningsberoende som forklarar formen
hos ménga enkla molekyler.

For vardera kirnan finns som bekant tre olika atoméra p-orbitaler svarande mot olika riktningar av
rorelsemingdsmomentet, och dessa kan viljas pa sa sétt som framgar av figur 18.12. Med hénsyn
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Figur 18.12

tagen till villkoret att komponenten av L ldangs molekylens symmetriaxel skall ha en bestdmd
storlek far vi sex olika kombinationsméjligheter, och dessa visas i figur 18.13.

Figur 18.13

Figuren innehéaller visserligen endast fyra kombinationer, men ytterligare tva erhalles genom att
vrida de tva nedersta ett kvarts varv kring symmetriaxeln. Med utgangspunkt fran atoméira
p-orbitaler kan man alltsd bilda tre bindande och tre antibindande molekylorbitaler. P& lik-
nande sitt erhaller man mera komplicerade molekylorbitaler genom att kombinera atoméra d-
orbitaler, f-orbitaler o s v. De s& erhallna molekylorbitalerna utgtr basfunktioner vid en beskrivn-
ing av molekylers elektronstruktur pa samma séitt som atomorbitalerna utgor basfunktioner vid
beskrivningen av atomers elektronstruktur. Utan att gora nagra rdkningar kan vi extrapolera
erfarenheterna fran vara tidigare diskussioner, och vi véntar oss d&, att av tva elektronvag-
funktioner i en atom kommer den, som o6verlappar starkast med en orbital fran en
annan atom, att bilda den starkare bindningen med denna atom, samt vidare att bind-
ningen bildad av en viss orbital kommer att ligga i den riktning, i vilken orbitalens
laddningstathet ar koncentrerad.
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Jamfor vi nu s- och p-orbitalerna, ser vi att s-orbitalen har sfirisk symmetri och sédlunda kan
binda en bindning i vilken riktning som helst, medan de tre p-orbitalerna ar riktade langs de tre
koordinataxlarna och sélunda tenderar att bilda bindningar i dessa riktningar. Vidare kan vi sluta
oss till att emedan p-bindningar ar mycket starkt orienterade, har de majlighet att vara starkare
in s-bindningar. Enligt denna schematiska beskrivning skulle alltsd p-bindningarna alltid vara
ortogonala. Detta kan jimftras med experiment och stammer kvalitativt hyggligt i en del fall.
Salunda ar vinkeln i H-S-H omkring 92°. I regel &r dock vinkeln stérre d&n 100°. It ex vatten
dr vinkeln 104.5°. Avvikelser fran ortogonaliteten i detta savil som i ett antal andra fall kan
forklaras m h a hybridisering (se nedan) och av den partiella jonkaraktiren hos bindningarna; man
far i vatten en resulterande positiv laddning omkring véteatomerna, varigenom dessa repellerar
varandra och sélunda ger en 6kning i vinkeln.

Om de tva kirnorna i molekylen inte dr identiska blir problemet nagot mera komplicerat dn vad
som framgatt har. Molekylorbitalerna kan da inte léingre klassificeras som udda eller jamna med
avseende pa punkten mitt emellan kdrnorna. I allminhet uppkommer en viss asymmetri, som
bland annat visar sig som ett permanent elektriskt dipolmoment hos molekylen. Elektronmolnet
blir alltsd stérre och tétare kring en av kirnorna sa som fig. 18.14 visar. Ett extremt exempel
dr NaCl molekylen, som kan enklast beskriver genom att siga att en elektron har flyttat Gver
fran natriumatomen till kloratomen. Denna typ av bindning kallas fér jonbindning i motsats till
kovalent bindning, som &r vad vi hir har diskuterat. For de flesta tvaatomiga molekyler géller att
bindningen dr ett mellanting mellan jonbindning och kovalent bindning.

Figur 18.14: Elektrontithetsférdelning inom elektronmolnet for en orbital, som binder de icke-
identiska atomerna A och B. (a) o-bindning. (b) m-bindning.

18.8 Bindning i tviaatomiga molekyler

Pauliprincipen leder till liknande uppbyggnadsregler for molekyler som f6r atomer. I varje molekyl-
orbital finns det salunda plats for tva elektroner med motsatta spinn. En sadan fylld molekylorbital
brukar inom kemin kallas for en enkelbindning och symboliseras med beteckningen H-H (exem-
plifierat med vétemolekylen). Ett annat och ur fysikalisk synpunkt bittre namn ar elektronpars-
bindning och en alternativ beteckning dr H:H. Elektronparsbindningen &r starkare dn enelektron-
bindningen, som forekommer i vitemolekyljonen och symboliseras med beteckningen H-HT. Det
kan ocksa finnas treelektronbindningar som till exempel i heliummolekyljonen He---HeT. Bindnin-
gen formas dér av tva bindande elektroner och en antibindande elektron. Det finns da bara plats
for ytterligare en antibindande elektron, men en molekyl med tva bindande och tva antibindande
elektroner ar inte stabil. Darfor finns det inte ndgra stabila Hes-molekyler.

Det ar normalt bara elektronerna i det yttersta skalet som deltar i bindningen. Ett schematiskt
energinivadiagram for de lagsta molekylorbitalerna i tvaatomiga molekyler visas i fig. 18.15 och
i tabell XVIIL.1 anges bindningstrukturen fér nagra molekyler formade av elementen i period tva
av det periodiska systemet.
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Figur 18.15: Bildning av molekylorbitaler vid bindning mellan tva lika atomer tillhérande period
tva (relative positioner av energinivaerna i detta exemplet géller for O, och Fs).
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Tabell XVIIL.1: Elektronfordelning i molekylorbitaler for molekyler bestdende av tva atomer

tillhérande period tva.

Med anvandandet av molekylorbitaler (MO) kan vi nu diskutera strukturen hos nigra diatomiska
molekyler, bestaende av samma atomer (homonukleéra).

H, - De tva elektronerna kan ga in i var sin o,z 1s-orbital, som har lagre energi &n de ursprungliga

atoméra 1s-orbitalerna (fig. 18.11).

Hes - Bara tva av de fyra elektronerna kan g in i en bindande 1s-orbital, de andra tva maste ga till
en antibindande o} 1s-orbital (fig. 18.11). Nettoenergin &r storre &n for tva separerade He-atomer,

varfor ingen molekyl bildas.

Li, - Li har konfigurationen 1s?2s; 2s-elektronerna ir saledes oparade och de kan forma en o,2s

bindande orbital.
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Cs - Atomens struktur dr 1s22s?(2p)?2, varje atom har tvé oparade elektroner och de har méjligheten
att vara i vilken som helst av de tre mojliga p-orbitalerna, varfor vi kan forma tvd MO: o42pm,2p.

0O - O har fyra valenselektroner, (2p)*. Med molekylira orbitaler kan vi bilda 3 bindningar
0g2pmy2p (fig 18.13), men vi far tva elektroner 6ver. Dem maste vi stoppa in i en antibindande
orbital, dar de skall undvika varandra s mycket som mdjligt, tex i ett triplettillstdnd (parallella
spinn) med en i 7; och en i 7; osv.

18.9 Hybridisering

Det finns emellertid exempel pa komplikationer, som visar pa naturens mangsidighet, men som
samtidigt leder till en 6kad insikt om den kemiska bindningens natur. En kolatom har tva valense-
lektroner och man kan darfér anta, att det finns en molekyl CHsy, som liknar vatten. Men s
ar ej fallet. I stallet finns CHy. Detta beror pa att dven om kolatomen har grundtillstandet
1522s22p? skiljer sig detta tillstdnd ganska lite frin 1522s?2p3 i energi. Skillnaden #r inte storre
an att den i molekylen kan uppvagas energiméassigt genom de starka bindningar som kan bildas ur
det senare tillstandet. De atoméra 2s- och 2p-orbitalerna i C ligger tillrdckligt néra i energi for att
tillata linjarkombinationer av dem som likvéirdiga byggstenar i t ex LCAO-berdkningar. Sadana
linjirkombinationer kan ge storre Overlapp med angriansande atomers orbitaler och dirigenom leda
till en starkare bindning. Figur 18.16 askadliggér en sadan linjarkombination, som uppenbarligen
har en mycket stérre resulterande amplitud i en viss riktning &n i den motsatta.

@+ X - o<+
Figur 18.16

Denna “blandning” ar mycket vanligt férekommande och kallas for hybridisering. I fallet CHy
leder den till den typiska tetraederformen (figur 18.17) och benéimns tetrehedral eller sp3-
hybridisering.

-

4 L“’ \ ?OQ;

Atomira s—- och p—orbitaler sp3—hybrider

Figur 18.17

Man kan ocksa finna hybridorbitaler bildade av en s-orbital och tva p-orbitaler eller av en s-orbital
och en p-orbital. Exempel pd en molekyl med sp?-hybridisering &r eten, CoHy (fig 18.19). I
den trigonala eller sp?-hybridiseringen limnas en av de ursprungliga p-banorna oférindrad och
tre ortogonala linjirkombinationer av s och de tva 6vriga p-funktionerna inférs. Dessa har am-
plitudmaxima i planet vinkelrdtt mot den aterstaende p-funktionen och bildar 120° vinkel med
varandra (fig. 18.18).
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Figur 18.18 Figur 18.19

I den diagonala eller sp-hybriden ir tva av p-funktionerna oféréndrade, och s-funktionen och
den aterstaende p-funktionen kombineras till tva motsatt riktade hybrider. Denna form anvénds
tex for beskrivning av acetylen (HC = CH):

CXOO

Figur 18.20

Vi kan pa grundval av hybridiseringen forsta kolets bindningar. I tex paraffinserien (dvs molekyler
av typen CpHapt2, metan, etan, propan, butan etc) tédnks varje atom tetrahedralt hybridiserad.
Varje C-H-bindning bildas av en av dessa hybridorbitaler tillsammans med en viteorbital, och
varje C-C-bindning bildas av tva hybridorbitaler, en fran vardera kolatomen. Pa motsvarande sitt
beskrivs bindningen i diamant. Samtliga dr exempel pa enkelbindningar.

18.10 Dubbel och trippelbindningar

Vi betraktar som exempel pa dubbelbindning etylenmolekylen HoC = CH,. Man vet att atom-
erna i denna molekyl ligger i ett plan i foljande arrangemang:

y
H H
C z C
] > X
H H
Figur 18.21

zy-planet dr ett symmetriplan. Vid spegling z — —z maste enelektronvagfunktionerna vara sym-
metriska eller antisymmetriska. De symmetriska dr 1s-tillstanden fér de fyra viteatomerna, tva
2s-tillstand, tva 2p,- och tvd 2p,-tillstdnd hos kolatomen, dvs totalt 10 stycken. Ur dessa tio
atomiéra tillstdnd konstruerar vi nu fem bindande molekylbanor och placerar tva elektroner med
motsatta spinn i varje. Detta ger fyra C-H-bindningar och en C-C-bindning av o-typ.

Vi har pa sa satt placerat tio av de tolv elektronerna. De tva aterstaende 2p,-tillstanden kom-
bineras till ytterligare en bindande molekylorbital, vilken &r antisymmetrisk m a p zy-planet, och
vilken brukar benfimnas w-tillstand. Vi placerar de tva aterstaende elektronerna i detta tillstand
och erhaller sdlunda tva bindningar mellan kolatomerna, en av o-typ och en av w-typ.
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Denna kvalitativa diskussion har baserats pa de ursprungliga atomaéra tillstanden. Det &r givetvis
lampligare att i detta fall direkt inféra spa-hybriderna, vilka direkt ger H-C-H-vinkeln 120°, vilket
virde stdmmer val med erfarenheten.

Dubbelbindningen C = C bestar salunda av en o-bindning, formedlad av trigonala orbitaler, samt
en 7-bindning (figur 18.22). Jamfoért med enkelbindningarna i foregdende fall far man hir en totalt
starkare bindning, vilket visar sig pa sa sétt, att C-C-avstandet dr kortare i en dubbelbindning
(1.34 A) #&n i motsvarande enkelbindning (1.54 A). En liknande beskrivning giller for ett stort
antal andra molekyler, t ex bensen.

Figur 18.22

Ur figur 18.22 kan vi litt se varfor etylenmolekylen &r plan. Om z-axeln fér den ena kolatomen
skulle vara vinkelrdt mot den for den andra, skulle ndmligen de bada p,-tillstanden vara exakt
ortogonala och ingen 7-bindning skulle finnas. Omvént intraffar den maximala Gverlagringen och
ddrmed den starkaste bindningen nir de bada atomernas z-axlar dr parallella. Molekylen ar da
plan.

I de fall vi tidigare omnimnt har man kunnat férestélla sig de kemiska bindningarna som lokalis-
erade. For en stor grupp molekyler, bl a bensen, giller, att vi ej kan férsta deras egenskaper om
vi antar en bestdmd anordning av lokaliserade kovalenta bindningar. Dessa s k konjugerade och
aromatiska molekylers egenskaper kunde ej forklaras av den &ldre valensteorin. Vi betraktar
hér bensen, C¢Hg, som ett representativt exempel.

Man vet att bensenmolekylen ar plan och har foljande struktur:

Figur 18.23

73



med tva ekvivalenta placeringar av dubbelbindningarna:

H H
! ]
C C
B & ~N H R, »~ NN _H
C (o] C C
o=
H’C \ /C\H /C / C\
H H
. \C/
i !
H H
Figur 18.24

I en kvantmekanisk beskrivning maste bada strukturerna upptrida i den fullstindiga vagfunktionen
med lika vikter. Fysikaliskt kan vi tolka detta sa, att molekylen uppfor sig som om bindningarna
ar delvis i den ena positionen och delvis i den andra, dvs att vi har “resonans” mellan dessa
bada mojligheter. Dessa idéer kan ldtt generaliseras till andra molekyler, dir fler mdojligheter
att ordna de kovalenta bindningarna kan upptriada; den fullstindiga vagfunktionen maste skrivas
som en linjar kombination av de vigfunktioner som svarar mot de olika mgjligheterna att anordna
bindningarna. Hamiltonoperatorn har matriselement mellan olika vagfunktioner. Man brukar kalla
dem “resonansintegraler” och de bidrar till en sarskild term i energin, den s k resonansenergin,
vilken ofta &r av avsevérd storlek och leder till, att totala energin blir avsevirt lagre an den
svarande mot nagon av de enskilda strukturerna.

De bada mojliga formerna av bensen som visas ovan har naturligtvis samma energi. Detta n6d-
vindiggor en analys av beteendet i termer av ett tvanivasystem. Varje tillstand representerar en
av konfigurationerna ovan. Det finns en viss dndlig sannolikhet att alla elektronerna hoppar Gver i
det andra tillstandet. Denna mdjlighet till transformation mellan de bada tillstanden leder till en
sénkning av systemets totala energi, jamfort med om vi skulle rdkna ut den for endera av de tva
mojliga konfigurationerna. Detta ar i exakt analogi med vad vi tidigare stotte pa i vatemolekylen,
dar det mojliga utbytet av elektroner ledde till en séinkning av energin (bindande tillstand). Liksom
vi dér fann ett antibindande tillstand finns ocksa for bensen detta Gvre tillstand, vilket visar sig
genom att bensen har en mycket stark absorption av ljus i ultraviolett vid en energi som just
overensstammer med den man férvintar sig for skillnaden mellan det bindande och antibindande
tillstandet.

I trippelbindningen i acetylen, HC = CH, utnyttjas bade py- och p,-tillstanden for 7-bindningen
(figur 18.25) sp-hybriderna, vilka har valensvinkeln 180°, kan anvindas for C—H-bindningarna och
o-bindningen mellan kolatomerna.

Figur 18.25 Molekylorbitaler i acetylen

Trippelbindningen i acetylen sammansétts salunda av en o-bindning och tva w-bindningar. En
intressant egenskap hos multipelbindningarna &r, att de praktiskt taget endast férekommer bland
de lattaste grunddmnena O, N, C, B och mdjligen Be.
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18.11 Molekylers dynamik

Den avgorande faktorn for en insikt i molekylers dynamiska egenskaper dr kdrnans storre tyngd
in elektronens, M/m ~ 10%. Saledes #r kiirnans rorelse si mycket langsammare. Det betyder att
elektronerna hinner anpassa sig till kirnornas rorelse, sa att i varje 6gonblick elektronsystemets
tillstand &r nistan detsamma, som det skulle vara, om kirnorna vore ororliga i de lagen de for
ogonblicket rakar inta. Denna sk adiabatiska approximation foreslogs av Born och Oppenheimer
ar 1927. P& matematisk form tar detta sig uttryck pa sa sitt att schrédingerekvationen delar upp
sig i tva delar, dir den ena beskriver elektronrorelsen och den andra kirnrorelsen.

For att se detta soker vi en vagfunktion ¥(r,R), dar r dr en sammanfattande beteckning for
elektronkoordinater och R fér kdrnkoordinater, som uppfyller féljande schrédingerekvation:

[Kg + K, + U(r, R)]¥(r, R) = E ¥(r, R). (18.15)

Dar Kgr(K,) ar kirnornas (elektronernas) kinetiska energi och U(r, R), ar den potentiella energin
som bestar av coulombvixelverkan mellan elektroner och kérnor, elektron-elektron-repulsion och
repulsionen mellan kdrnorna. Lat Hy = K, + U(r, R) vara den hamiltonoperator som beskriver
elektronrorelsen for en viss fix uppsattning av kirnpositioner R. Vi kan i princip 16sa

Houn(r, R) = en(R)un(r, R), (18.16)

dar bade egenfunktioner och egenvirden beror pa valet av R, dvs den aktuella positionen av
kdrnorna. Da u,, ar ett fullstindigt funktionssystem kan vi utveckla ¥ enligt

¥(r,R) = Z @, (R)un(r, R), (18.17)

dar koefficienterna @,, bestammes ur ekvation (18.15),

KRZ<1>nun + Zenénun = EZ@nun. (18.18)
n n n

Den adiabatiska approximationen gar nu ut pa att da Kg o< V% verkar pa Y. ®,(R)u,(r, R) kan
R-beroendet i u,, forsummas. Den senare funktionen beskriver ju elektronrorelsen, vilken &r mycket
snabbare &n kdrnrorelsen. Den péaverkas darfor valdigt lite, dvs Kg Yy ®pun = Y (Kp®p)up. Tar
vi sedan skaldrprodukten med um, (r, R) och anvander ortogonaliteten mellan de olika funktionerna
U, far vi

Kr®a(R) + en(R)®n(R) = E®,(R). (18.19)

Detta ar inget annat &n schrodingerekvationen for karnrorelsen i en potential en(R), dvs den
elektroniska energin vid den givna kdrnkonfigurationen R (se figur 18.9).

Med hjalp av den adiabatiska approximationen kan man alltsa separera elektronrérelsen och kérn-
rorelsen. Principen dr att man forst l6ser elektronproblemet (ekv. 18.16) och sedan anvénder
de erhdllna energierna for att bestdmma karnrorelsen enligt ekvation (18.19). Den adiabatiska
approximationen dr mycket god, men tyvérr &r man i allminhet tvingad att gora ytterligare ap-
proximationer innan problemet blir 16sbart med nagorlunda enkla metoder. I synnerhet géller
detta for elektrondelen av problemet, som vi studerat tidigare. Vi skall nu diskutera nagra en-
kla aspekter pa kdrnrorelsen utgdende fran ekvation (18.19) och dérvid begréinsa oss till att dnyo
studera tvaatomiga molekyler typ Ny, Hy, HCI etc.

18.12 Rotations- och vibrationsrorelse i tvaatomiga molekyler

Energin (potentialen) e,(R) bestdmmer enligt féregiende avsnitt hur karnrérelsen ser ut. e, (R)
kanner vi ej férran vi 16st elektronproblemet enligt ekvation 18.16, vilket vi kom in pa en del
i avsnittet om kemisk bindning, och vi kan darfér dra en del enkla slutsatser om e,:s generella
uppforande.

For mycket sma viarden pa R, dvs nir de tva kdrnorna &r mycket niira varandra, maste potentialen
vara starkt repulsiv, dels pa grund av coulombkraften mellan kiarnorna, dels darfor att elektronerna
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Figur 18.26

av pauliprincipen tvingas upp i hégre energitillstand nir de packas ihop. For att molekylen skall
vara stabil méaste det emellertid finnas ett omrade dar potentialen ar attraktiv, och vi vantar oss
darfor att potentialen skall se ut ungefir som i figur 18.26 (se ocksa figur 18.9). Minimipunkten Ry
anger det ungefirliga jamviktavstandet mellan kirnorna i molekylen. I praktiska tillimpningar har
man ofta avstatt fran att forsoka 16sa elektronproblemet och i stéllet nojt sig med att anséitta en
potential med ett antal justerbara parametrar, som valts sa att Overensstammelsen med experiment
blir s& god som mdjligt. En potential som visat sig anvindbar dr Morsepotentialen

en(R) = D¢(n) (672“(”)(R*R°) — 267“(")(R*R°)). (18.20)

Konstanten D.(n) anger bindningsenergin (positivt virde), dvs djupet av potentialen i minimi-
punkten, och konstanten a(n) &r en parameter, som kan bestdmmas ur molekylens vibrations-
frekvens pa ett sétt som vi strax skall komma till. Minimipunkten R = R, anger, som redan
ndmnts, jaimviktsavstandet mellan kdrnorna, och vi vintar oss att systemet skall utfora svéingningar
kring detta jamviktslidge. I ndrheten av jimviktslidget kan potentialen approximeras med en har-
monisk oscillatorpotential utgaende fran taylorutvecklingen

en(R) = —=D.(n)+ D.(n)a(n)*>(R— Ry)?> — D.(n)a(n)*(R— Ry)> + ...
~ —D.(n)+ k.(R— Ro)’ (18.21)
med
D.(n)a(n)® = Lk, och kn = pw?, (18.22)

dir p r systemets reducerade massa. Om vi forsummar hogre ordningens termer kommer alltsa
kdrnorna att rora sig som harmoniska oscillatorer, dvs vibrera med “fjidern” bestaende av elek-
tronerna, som sitter emellan och binder med kraftkonstant k,,.

Villkoret, att utvecklingen i (18.21) skall vara god, ar naturligtvis att vibrationernas amplitud &r
liten, sa att R alltid &r nidra Ry. Detta dr ganska val uppfyllt, sa linge energin ir visentligt ligre
dn dissociationsenergin, dvs den energin som krévs for att molekylen skall falla sénder.

For en tvaatomig molekyl reduceras ekv (18.19) till

R’ n’
{ - 2M1 Vf - mvg + €n(|R1 - RQD}(I)na(Rl,RQ) = E,Ilaq)na(Rl,Rz), (1823)
dar vi anvint oss av det faktum att potentialen av symmetriskidl endast kan bero av avstandet
mellan de tva kdrnorna. Det ar da enkelt att separera masscentrums rorelse fran rorelsen relativt
masscentrum pa samma, sitt som vi tidigare gjorde vid behandlingen av viteatomen. Masscentrums
rorelse dr en ren fripartikelrorelse, som vi har skall bortse fran (Satt El,, = Epo + Ex, dir Ex &r
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kinetiska energin f6r molekylens translationsrorelse). Den relativa rérelsen bestdms av ekvationen

{- %w +en(R) }Bna(R) = Ena®ra(R), (18.24)

dar vi infort beteckningen R = Ry — Ry, Detta &r ett exempel pa centralrorelse och 16sningen kan
alltsa enligt kapitel 8 skrivas

@na(R) = RnuL(R)YLML (G,QO), (18.25)

eller, enligt kapitel XVI,

dar kvanttalet a uppdelats i tre komponenter av vilka J och M anger rérelsemingdsmomentet
och v sirskiljer de olika 16sningarna till den radiella ekvationen. Denna har formen
h? A2 RPJ(J+1)

{ - ZW + W + en(R)}RRm}J(R) = EanRanJ(R)- (18-27)

Anvénder vi den approximativa formen i ekvation (18.21) for e, far ekvation (18.27) formen

RPJ(J+1)

{ K2 d2
2uR?

1 2
- EW — De(n) + ikn(R_RO) +

YRR (R) = Fnus RRnus(R),  (18.28)

dir vi gjort ytterligare en approximation genom att ersitta R med Rp i termen h>J(J 4+ 1)/2uR2.
Dérmed har den radiella schrédingerekvationen reducerats till ekvationen for en linjar harmonisk
oscillator och vi kan direkt skriva ner uttrycket for energivirdena:

B2 J(J +1)

18.2
T (18.29)

Enyg = —De(n) + (v + %)hwn +

De tre termerna i hogerledet anger i tur och ordning elektronbidraget, vibrationsbidraget och
rotationsbidraget till energin. Dessa tre termer dr av olika storleksordning. Energiskillnaderna
mellan tva elektronnivder kan véntas vara av samma storlek i molekyler som i atomer, (d v s
jAmfor t ex viteatomens energinivaer)

K2 K2

A-Eelec ~ 7 ™ 2
MelecQyg melecR()

(18.30)

dar vi noterat att Ry dr av ungefir samma storlek som Bohrradien ag. For energiskillnaden mellan
tva pa varandra foljande vibrationsnivaer fas

AFEyip = hwp ~ hwelec“ m;lec = AE‘elecw m;lec) (18.31)

och motsvarande resultat for rotationsnivaerna, ar

h2
A-Erot ~ m ~ mzec A-Eelec- (1832)
0
Vi finner alltsa att
AFEgec : AEyiy, : AE gy ~ 1 1/ % : %- (1833)

Eftersom kvoten mejec/pt dr av storleksordningen 10™* far energinividdiagrammet den schematiska
form som anges i figur 18.27. Varje elektronniva uppsplittras i ett antal titt liggande vibra-
tionsnivaer, och var och en av dessa ar i sin tur uppsplittrad i &nnu tdtare liggande rotationsnivaer.

Som illustrerat av kurvan i figur 18.28 6ver den elektroniska energins variation med karnavstan-
det R, avviker den experimentellt métta dissociationsenergin, Dy fran bindningsenergin D, vid
jamviktsavstdndet Ro. Enligt ekv. 18.29 gor nollpunktsenergin for vibrationsrorelsen att

1
D, =Dy + ith, (1834)
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Rotationsnivaer

--------

Vibrationsnivier

Elektronnivier

Figur 18.27

Figur 18.28

dér wo ar vibrationsfrekvensen i grundtillstandet.
Lat oss avslutningsvis paminna om att uttrycket i ekv (18.29) endast ar approximativt och att
korrektionstermer kommer in speciellt nir man betraktar hogt exciterade tillstand. Bland annat
ersatte vi ju R med Ry i uttrycket for rotationsenergierna, och darmed forsummade vi en kopplings-
term mellan rotationsrorelsen och vibrationsrorelsen. Med ett klassiskt sprakbruk kan man siga
att rotationsrdrelsen ger upphov till en centrifugalkraft som gor att jimviktsavstandet blir nagot

storre dn Ry, och dirvid dndras ocksa vibrationsfrekvensen en aning.

18.13 Molekylspektra
Spektret fér en molekyl kan indelas i tre delar med hansyn till de olika typer av Overgangar som
kan férekomma. I den langvégiga kanten av det infraréda omréadet (1 mm — 1 cm) finner man rota-
tionsspektra, svarande mot Gvergangar mellan olika rotationsnivier inom samma vibrationsniva.

I andra kanten av det infrar6daomradet (0.8 ym — 5 pm) upptrider rotationsvibrationsspektra
som uppkommer vid Overgangar mellan olika vibrationsnivaer, varvid ocksa rotations-tillstandet
dndras. I de synliga och ultravioletta omradena upptrider elektronspektra, som har att géra med

overgangar mellan olika elektrontillstand pa samma sétt som i atomer. En vésentlig skillnad &r
dock att i molekyler kan ocksa rotationstillstandet och vibrationstillstandet dndras vid dvergangen,

sa att molekylernas spektra utgors av manga tatt liggande spektrallinjer (bandspektra).
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Det rena rotationsspektret illustreras i fig 18.29 och som exempel visas ett absorptionsspektrum
for HCL. Pa grund av urvalsregeln AJ = +1 upptrider Overgangar bara mellan pa varandra foljande
energinivaer. Enligt Bohrs frekvensregel fas

h

(En'uJ - Env,J—l) = me]a

(18.35)

S =

V=

vilket visar att frekvensskillnaden mellan tva pa varandra féljande linjer &r konstant och har véirdet

h

= —. 18.36
v 2muR? ( )

Ur métningar pa rotationsspektra kan man alltsd enkelt bestimma molekylens troghetsmoment
I=puR3.
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Figur 18.29 Rotationsspektra hos HCl i gasform

Vid overgangar mellan olika vibrationsnivaer géller enligt dipolapproximationen urvalsregeln Av =
+1, och dessutom géller fortfarande att AJ = £1, s& att ocksa rotationstillstandet méaste dndras
vid 6vergangen. Fig 18.30 visar schematiskt vilka 6vergangar som kan férekomma i ett rotations-
vibrationsband, och liksom férut anvinder vi ett absorptionsspektrum for HCl som illustration.
Frekvensskillnaden mellan tva pa varandra foljande linjer dr densamma som i ett rent rotations-
band. En detalj som man kan lagga méirke till &r att det “fattas” en linje mitt i bandet pa grund
av att Overgangar med AJ = 0 dr forbjudna. Man ser ocksa att alla topparna dr dubbla, vilket
beror pa att provet innehéller en blandning av isotoperna 23Cl och 37Cl.

For bade rotationsspektra och rotationsvibrationsspektra giller att de under normala omstandig-
heter kan observeras endast for sddana molekyler som har ett permanent elektriskt dipolmoment.
Detta ar fallet for molekyler som HCI, CO, H2O o s v, men inte for molekyler bestaende av tva
likadana atomer, som Hy, N2, Oz 0 s v.
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18.14 Avslutande kommentar

I denna kurs har tilldmpningarna framst tagits fran atom- och molekylfysikens virld. Av tidsskal
har behandlingen ocksa dar blivit kortfattad. Kvantfysikens betydelse stricker sig vida utéver detta
omrade. Dess lagar styr uppférande hos system med manga partiklar, tex metaller, halvledare
och supraledare. Den ger grunderna for kemin. Kvantfysiken styr skeendena i atomk#rnornas
inre, alldeles sérskilt kraver elementarpartiklarna en kvantmekanisk beskrivning. Dess tillamp-
ningsomrade dr sa vitt, att det skulle leda for langt att forsoka beskriva det har. Det finns i
dag en sprudlande aktivitet inom alla dessa omraden, stimulerad av nya experimentella resultat,
tillkomsten av allt kraftfullare datorer och nya idéer.

80



Appendix A

The ground levels and their electron configurations for neutral atoms. (The number of
electrons in each shell is specified in the table.) )

al|l 1s 2s 2 s 3p 3| 4 4p d & Ground
level
¥4 \
1H 1 s
2 He 2 1S,
3Li 1 28,2
4 Be 2 1S,
5B 2 1 ki
6C fal { 2 2 3p,
7N 2 3 852
80 2 4 3p,
9F 2 5 L 2
10 Ne 2 6 1S,
11 Na 1 i
12 Mg \ 2 15,
13 Al 2 P,
14 Si fall full 2 2 3p,
5P 2 2 Sy
16S 12 4 3p,
17 2 s P2
18 Ar 2 6 1S,
19K 2 6 1 L -
20Ca 2 6 2 'S,
21Se 2 6 1 2 Dy,"
2T 2 6 2 2 b
3V 2 6 3 2 *F32
24Cr 2 6 S i ’Ss
25 Mn 2 6 S 2 S,z
26 Fe 2 6 6 2 D,
27Co | full tull 2 6 7 2 *Fonz
28 Ni \ L 2 6 8 ? ! o
29 Cu \ 2 6 0|1 5, ,
30 Za 2 06 10 |2 'S,
31 Ga \ 2 6 102 1 P,
32 Ge \ 2 6 10 |2 2 3p,
33 As 206 10,2 3 457
34 Se 2 6 102 4 3p,
358r 2 6 102 5 L
36 Kr 2 6 W2 6 1Sq
m| is | 25,p | 3s,p.d | 4s 4p 4d 4f | 55 Sp 5d Sf 5g Ground
z . y level
37Rb 26 1 25,
38 Sr \ 26 2 ‘S,‘,'z
9Y 261 2 3
402 262 2 ,?: "
41 Nb 264 1 D,
42 Mo 265 1 'S,
43 Tc 265 2 $Su 2
44 Ru 267 1 SEy
45 Rh full { full full 268 1 “Fii
46 Pd \ 2610 1.50
47 Ag 2610 1 28,01
43Cd 2610 2 1S,
49 In 2610 21 LI
50 Sn 2610 22 3P,
51Sb 2610 23 4S5,
52Te 2610 2 4 3p,
531 26 10 25 Py
54 Xe 2610 26 'Sq
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nl} 1o |25, p|3s,p,d| 4s 4p 4d 4f| Ss S5p S5d Sf 59| 65 | Ground
. level

z
55Cs 2 6 10 | 26 1|38,
$6 Ba \ 2.6 10 2 6 2 | 1s,
s (L[] 2 6 10 2 6 1 2 | p,,
58 Ce 2 6 10 mixed configurations J=4
59 Pr 26 103 | 2 6 2 | I,
60 Nd 2 6 10 4 2 6 213,
61 Pm 2 6 105 26 2 | H,,
62 Sm 2 6 106 2 6 2 | 7F,
63 Eu 2.6 107 | 26 ‘21 0s,,
64 Gd 2 6 107 2 6 1 2 {°D,
65TL 2 6 108 | 2 6 1 2 | Gy
66 Dy 2 6 1010 2 6 2 | %1,
67 Ho 2 6 1011) 2 6 2 | 1,
68 Er 2 6 1012 2 6 2 | 3H,
69 Tm 2 6 1013 2 6 2 | ¥,z
70 Yb full fu!I! fulll 2 6 10 14 2 6 2 | 1S,
71 La 2 6 1 2 | *p,,
2 Hf 2 6 .2 2 | 3F,
73Ta 2 6 3 2 | “Fy
14 W 2 6 4 2 | D,
75 Re 2 6 S 2| %8s
76 Os 2 6 6 -2} %D,
Tk 2 6 17 21 *F,,
8 Pt \ full 2 6 9 1 {°D,
79 Au \ 26 10 BER
%0 Hg i 2 6 10 18,

| 1s| 25.p |35 p.d 4:.p.d.,"ii5.! Sp Sd Sf Sg| 6s 6p 6d | 75 |Ground
] level
4 1
81 2 6 10 21 P .
82Pb . 2 6 10 2 2 P,
83 8i full| full | full | ful [2 6 10 23 .
84 Po 2 6 10 2 4 'p,
85 At 2 6 10 25 P32
86 Rn 2 6 10 26 So
87 Fr 2 6 10 2 6 1|28y,
88 Ra 2 6 10 26 2 |'s,”
89 Ac 2 6 10 261 | 2|,
90 Th 2 6 10 2.6 2 2 |°F,
91 Pa 2 6 10 2 26 1 | 2{*%,.,
92U 2 6 10 3. 26 1 | 25
93 Np \ 2 6 10 4 26 1 | 2]|%L,,
94 Pu 2 6 106 2 6 2 |7F,
95 Am full| full | full | fll |2 6 10 7 2 6 2 |9s,,
96 Cm V12 6 10 7 261 |2/[°,
97 Bk \ |2 6 10 87 2.6 17| 2 |%G,,,?
9% Cf 2 6 10 10? 26 2 |%,0
9 E 2 6 10 11 26 2 | *sm
100 Fm 2 6 10 12 26 2 |3H,
101 Mv 2 6 10 13 2 6 2 | *F,,
102 No 2 6 10 14 2 6 2 {'s,
103 Lw 2 6 10 14 26 1 | 2(D,,
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Andra ordningens approximation, 4
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Aromatisk molekyl, 73
Atomnummer, 22, 26

Bandspektrum, 78
Bankvanttal (1), 5
Banrérelsemingdsmoment, 6, 54
Bensen, 73
Bindande tillstand, 61, 74
Bindningsenergi

elektroners, 36

molekyls, 62, 76, 77
Bohrmagneton, 5
Boson, 24

Coulombintegral, 54

Degenererad stérningsrakning, 4
Detaljerad balans, principen for, 17
DFT, 28

Diagonal hybrid, 72

Diffus serie, 33
Dipolapproximation, 20

Dirac och elektronspinn, 7
Diracs deltafunktion, 18

Direkt integral, 54
Dissociationsenergi, 57, 76
Dubbelbindning, 72

Elektriska dipolovergangar, 20
urvalsregler for, 21
Elektronaffinitet, 27, 59
Elektrongas, 59
Elektronniva, 77
Elektronparsbindning, 59, 65, 69
Elektronspektrometer, 36
Elektronspektrum, 57
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Elektronspinn, 5
Emissionsspektrum, 15, 31
Energinivadiagram
for natrium, 33
Enkelbindning, 69, 72, 73
ESCA (Electron Spectroscopy for Chemical
Analysis), 15, 36
Etylen, 72

Fermion, 24
Finstruktur, 5, 8
Finstrukturkonstant, 9
Finstrukturregel, 47
Finstrukturuppsplittring

formel for, 12

med LS-koppling, 41
Flerelektronatom, teori for, 22
Fundamental serie, 33
Forsta ordningens approximation, 4

ge-faktorn, 8

g-tillstand, 66

Gerade-tillstand, 66

GGA, 30

Glesa system, 30

Goda kvanttal, 10

Grundtillstand, 1

Grundémnens elektronstruktur, 22
Gyllene regeln, 16
Gyromagnetiska forhallandet, 7

Halogen, 27
Hamiltonoperatorn
for elektroner i molekyler, 66
fér en molekyl, 58
Hartree-approximation, 23
Hartree-Fock-approximation, 23
Helium, 50
grundtillstand energi, 50
isoelektroniska serie, 50
lagsta exciterade tillstands termuppspalt-
ning, 53
spektrum, 54
Hunds regler, 47
Hybridisering, 71
diagonal, 72

Sp-, 72
sp?-, 71
sp3-, 71

tetrahedral, 72



trigonal, 71 Molekylspektra, 78

Hal, 45 Molekylar bindning, 58

Molekylarspektroskopi, 57
Icke lokaliserade tillstand, 73 Morse-potential, 76
Identiska partiklar, 24 Moseleydiagram, 31
Instabil molekyl, 58, 65 Moseleys lag, 31, 32
Tteration, 23 Multipletter, 5

i-j-koppling, 40, 47 Multiplicitet, 41

Jonbindning, 59, 69 Natrium
Jonisationsenergi, 27, 59 D-dubbletten i spektrum for, 5, 13
Jordartsmetaller finstrukturuppsplittring for, 13
alkaliska, 26 med viktigaste spektralserier, 33
sallsynta, 26
Jamnt tillstand, 66 Orbital, 23
Orthohelium, 55
K-serie, 31
Kemisk analys, 33, 36 Paraffinserie, 72
Kemisk bindning, 57, 58 Parahelium, 55
olika typer av, 59 Partikeltathet, 23
Kohn-Sham-metod, 23 Paulis uteslutningsprincip, 22, 25
Kohn-Sham-potentialen, 29 Penetration, penetrering, 33
Kolets bindningar, 72 Periodiska system, 22, 27, 83
Kondenserad gas, 59 Principalserie, 33
Konfiguration, 23
Konjugerad molekyl, 73 Resonansabsorption, 17
Kovalent bindning, 59 Resonansenergi, 74
Kovalent kristall, 59 Resonansnédmnare, 17
Kristallin salt, 59 Rotationsniva, 77
Kvantdefekt, 35 Rotationsrorelse i tvaatomig molekyl, 75
Kvanttal Rotationsvibrationsspektrum, 79
ban (1), 5 Russel-Saunders koppling, 39
goda, 10 Rydbergkonstant, 32
huvud, 5 Rydbergs formel, 32, 35
magnetisk, 5 Rydbergskorrektion, 35
spinn, 7 Rontgenfotoemission, 36
Rontgenstralning
L-serie, 31 karakteristisk, 31, 36
Landés g-faktor, 14 kontinuerlig, 31
Lantanider, 26 Rorelsekonstant
LCAO (Linear Combination of Atomic Or- i centralfiltsapproximationen, 38
bitals), 67 Rorelseméngdsmoment
LDA, 30 totalt, 10
Litium, nivaschema for, 33
LS-koppling, 39 SCF (self-consistent field theory), 23
LS-term, 41 Schrodingerekvation
tillaten, 43 for elektroner i molekyler, 66
fér en molekyl, 58
M-serie, 31 for flera partiklar, 22
Matriselement, 2, 18, 20 Self-consistent field theory (SCF), 23
Medellivslangd, 17 Singlett, 54
Metallbindning, 59 Skal, 25
Molekyl, 57 slutet, 25
diatomisk homonukleér, 70 Skarp serie, 33
klassificering och beteckning av tillstand Skiarmad laddning, 32
for tvaatomig, 66 Skiarmad potential, 22
Molekylfysik, 57 Skirmning, 22, 32
Molekylorbital, 67 Skarmningskonstant, 32
klassificering och beteckning av, 67 Slutet skal, 25
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Slutet subskal, 25
Spektroskopi, 31
Spektroskopisk beteckning
for finstrukturniva, 13
for LS-term, 41
Spektroskopisk term, 35
Spinn, 5, 24
for elektron, 7
for foton, 7
fér m-meson, 7
Spinn ned, 7, 8
Spinn upp, 7, 8
Spinnbankoppling, 8
med LS-koppling, 41
Spinnfunktion, 7
Spinnhypotesen, 7
Stabil molekyl, 58
Stern-Gerlachs experiment, 6
Stimulerad emission, 17
Storningsrakning, 1
degenererad, 4
Subskal, 25
Symmetrisk vagfunktion, 64
Sallsynta jordartsmetaller, 26

Termuppspaltning, 38
vid j-j-koppling, 47
vid LS-koppling, 40

Tetraedersymmetri, 71

Tetrahedral hybrid, 71

Tidsberoende stérning, harmonisk, 16
Tidsberoende stérningsteori, 15

Tidsoberoende stérning

Overgangssannolikhet vid, 19
Totalt rérelseméngdsmoment, 10

Trigonal hybrid, 71

Triplett, 54

Trippelbindning, 72, 74
Tva-elektronkonfiguration, 45
Tathetsfunktionalteori, 28

u-tillstand, 66
Udda tillstand, 66

Uhlenbeck-Goudsmith antagande, 7

Ungerade tillstdnd, 66
Urvalsregler, 14, 18

for elektriska dipolovergangar, 21

for flerelektronatomer, 49

Utbytes-korrelations-funktional, 29, 30

Utbytesdegeneration, 54
Utbytesintegralen, 54

Valensbindning, 59
Valenselektron, 33
Valenselektronen

och kemisk bindning, 58
van der Waals-bindning, 59
Variationsmetoden, 1

Vektormodellen, 10

for LS-koppling, 42
Vibrationsfrekvens, molekyls, 76
Vibrationsniva, 77, 78
Vibrationsrorelse i tvaatomig molekyl, 75
Vagfunktion

for flera partiklar, 22

i spinnrummet, 7
Vitemolekyl, 64
Vitemolekyljon, 62

Zeemaneflekt, 5, 6

allmana, 13

anomal, 5, 6, 8

normal, 6
Adelgas, 27, 59
Adelmetall, 5, 27
Overgangselement, 26, 33
Overgéngsmetall, 27
Overgéngssannolikhet, 15, 18, 19
Overlappsintegral, 63
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