1 Foreldasning 111

1.1 Invers matris

Vi kénner till vad som &r en ”etta”, som matris. Den finns av olika ord-
ningar. Av ordning n skrivs den I,, eller bara I. Elementet i I,, i position
j,k for j # k & 0 och for element i position (j,5) dr 1, alltsa ettor i
huvuddiagonalen och i 6vrigt nollor.

Ex 3.1 I exempel 1.1 har vi koefficientmatrisen A = [ % 1 ] I samma

exempel har vi entydig 16sning pa tillhérande ES. Vi ser ocksa att rang A =
2 emedan rangen i exempel 1.2 och 1.3 for koefficientmatrisen &ar 1.

Invers och en 16sning Antag att typ X = 2 x 1. Tydligen géller att om koefficientmatrisen &r
kvadratisk, sa finns inversa matrisen omm

A-X=b (1)
har entydig 16sning X.
e For att komma at invers matris 16ser vi ett ES pa matrisform och forutsétter
2 ] existerar och loser det ES som mot-
hy
ha
Formellt, om A~ existerar, far vi 16sningen s& hér:

att inversa matrisen till A = [ “

svarar (1). Pa matrisform med b = [ ], dér vi forutsitter att a # 0.

AX=b=A"1" A X)=Ab=T X=X=A""b.(¥

a bl h N (—c)- a b| la b h1
¢ d| hy 1 ac ad | ahy 0 ad—bc | ahy — chy

Vi ser att villkoret for att rang = 2, ar att ad — be # 0. Fortsétter vi att
l6sa detta ES far vi

G dhy =bhz | _ {som kan skrivas} = ! d —b iy
y | ad—bc| ahg —chy | Cad—bc| —¢ a ha

Vi jamfor detta med (x) och identifierar

R {d‘b]

T ad—bc| —c a

En enkel verifiering visar att denna matris ggr A dr I.
Kommentarer

» Metoden ovan att berikna inversen av en matris (hér av ordning 2,
eller typ 2 x 2) med komplementmetoden.



» Talet ad—bc = det A dr determinanten av matrisen A. Detta tal finns
for alla kvadratiska matriser och villkoret det A # 0 dr ekvivalent med
att AX = B har entydig l6sning.

Ex 3.2 Exempel 1.1 igen. Invers matris till koeflicientmatrisen &r

1 1 -1
A= ——
2.1_1.1{—1 2]

sa att losningen pa ES &r

HMEESINE

2 —1 0
Ex 3.3 Betrakta ES med koefficientmatris A = 1 0 -1 och
0 -2 3
2
HL= | —1 | =: By, samma ES som i ex 1.5 i foreldsning I. Vi siitter
3

X=X, =[r11 w21 w31]7, en okiind matris av typ 3 x 1. Losningen ir,
enligt samma exempel

X1 = [%11 T21 QZ‘31]T = [4 6 5}T

Med ES pa matrisform far vi alltsa

2 ! 0 2 1 0 04
[AB:]=| 1 0 -1|-1|~...~[0 1 016
0 -2 3 3 0 0 1|5
Observera att HL i den sista matrisen dr Xi.
-3
Vi l6ser nu ett liknande ES, med HL By = | —1 |, m.h.a. matrisform
-3

och sétter den obekanta matrisen till
Xy = [1312 22 $32]T-

Vi observerar att vi redan har 16st detta ES med HL= B;. Saledes far vi
aterigen en 16sning. Dessutom blir A aterigen radekvivalent med I3.

2 -1 0]-3 10 0]0
AB))=|1 0 —1|-1|~...~|0 1 0|3
0 -2 3|-3 00 11

Saledes &r Xo = [r12 @92 w32]T = [0 3 1]. Vi skulle kunna skriva

detta som
1 0 0 OZLL‘lQ

0 1 0 3:.’1}22
0 0 1 123732

Ex 3.4 Losningen av det forra ES och detta ES gors med samma radope-
rationer och ger samma koefficientmatris I'3 pa radreducerad form. Alltsa



kan vi 16sa bada ES samtidigt. Som matrisekvation och matrisform har vi
alltsa
A - [X, X5] = [By Bs] respektive [A|By Bs).

Matrisformen uppfyller radekvivalensen nedan.

[A|B1 Bo] ~ ... ~ [I|X, X>).

1.2 Invers matris for matriser av ordning 3 och hogre

Den metod som utvecklas nedan kallas Jakobis metod och finns pA sidan
126 dock utan att namnge metoden som Jakobis. Vi gor som det sista
exemplet men for matrisekvationen A - X = I, dir A dr kvadratisk av
ordning 3 (typ 3 x 3). Utskrivet &r

11 Ti12 1,3
X=X 1XoX3]=| 221 %22 23
T31 32 T3,3

Vi utreder sambandet mellan A~! och X:
Vi vet, & ena sidan, att om X = A~ ', sdsir A- X =1.
A andra sidan, om A - X = I , multiplicera med A~ frdn vinster i VL:
A1 (A X)=(A1A) - X=T-X=X.
Och multiplicera fran vinster i HL:
Al . T=A"1

Detta visar att X = A~ L.

For att bestimma X, som ju &r A~' i ekvationen A - X = I, utnyttjar
vi matrisform och eliminationsmetoden. Det &r vad som gors i foljande
exempel.

Ex 3.5 Vi inverterar med A som ovan och férvintar oss att fa I = I3 i
vanster matris.

[AI] ~ ...~ [I|X].
D& ar X = A~1. Med siffror:

2 -1 01 0 0 10 02 -3 -1
1 0 -1f0 1 0O|~...~1 0 1 0|3 -6 -2
0 -2 3/0 0 1 0 0 1|2 -4 -1

Och den hogra matrisen dr A~1(!) Detta gar att verifiera genom att mul-
tiplicera den med A fran vénster eller héger och fa Is.




Linearitets-

egenskaperna Givet en matris A = (a;x)mxn Och tva matriser (vektorer) X och Y i R™.

for matris

Elementet i position (pa plats) (j, k) i produkten A - X ir alltsa
;171 + G222 + ... + AjpnTn

och for A -Y &r motsvarande element
a1y1 + a2y2 + ... + QjnYn.

Och till sist motsvarande element i A - (2 +y) fas om z; byts mot z; +y;,
alltsa

aji(xy +uy1) + aje(r2 +y2) + ... + ajn(@y + yn) = {distr. lagen} =

a;51T1 + a;j2T2 =+ ...+ Qjndn + aj1Y1 + a;2Y2 =+ ...+ AjnYn
Vidrar slutsatsen att
Az+A y=A (z+vy). (2)

Detta ar en av tva lagar som kallas linearitet.

Lat ¢ vara ett reellt tal. Med ¢ - A menas den matris som har element
c-ajk, J=1,2,....,m,n=1,2,...,n, dv.s. varje element multipliceras med
c. Den andra &r

c(A-X)=A (c-X). (3)

1.3 Transponat och symmetrisk matris

Definition 1.1 Givet matrisen A = (ajk)mxn, med element aj i
position (j, k).

Transponatet (transponatmatrisen) AT ir matrisen av typ n X m med
element a,y i position (&, j).

Ex 3.6 koefficientmatrisen i exempel 1.7 &r

L2 1 1] 1
A=|1 2 och dess transponat &r AT = { B } .
1 -1

VL i motsvarande ES kan skrivas

XT AT = [ y]~[ 11 1]{HL}[5 9 6.
-2 2| -1
2 -1 0
Ex 3.7 Matrisen A= | 1 0 —1 | &r inte symmetrisk (iven om den
0 -2 3
dr kvadratisk). Man ser det ty ex.vis aja = —1 # ag; = 1. Déremot &r
AT . A symmetrisk. Vi ser det genom direkt berdkning av matrisen.
5 -2 -1
AT A=| -2 5 -6
-1 -6 10



Definition 1.2 En matris dr symmetrisk omm A7 = A.

Sats 1.1 Regler for transponatmatris

L.
(A+B)T = AT +BT

(A-B)T = BT.AT
(AT)"1 = (A™YHT om invers existerar.

AT = A

2. AT . A &r symmetrisk.
3. En symmetrisk maris ar kvadratisk, d.v.s. m = n.

4. En matris A = (ajk)mxn &r symmetrisk, om ajr = agj, j =
1,2,...,moch k=1,2,...,n.

Ex 3.8 Med
2 -1 0 2 -3 -1 2 1
A=|1 0 -1 |arA'=]3 -6 -2 | ochAT=| -1 0
0 -2 3 2 -4 —1 0 -1

For att bestdmma inversen till den sista matrisen behéver vi alltsa bara
transponera A~1. Den &r

Vektoraspekt

m X 1—matris

2 3 2
(AT)*1 = (Afl)T = -3 -6 -4
-1 -2 -1
Ex 3.9 Givet matrismultiplikationen
2 -1 0 Tq
A-X=|1 0 —1 |- -] z9 och
0 -2 3 I3
som utskrivet kan skrivas
2%‘1 — X9 2 —1 0
T — I3 =12 1 |+x9 0 +x3 -1 = X1V1+T2V2+2T3V3.
31’3 - 21’2 0 —2 3

v1, v9 och v3 ar vektorer.



» Aven x1v; + 2ov5 + x3v3 dr en vektor, som &r en linjdrkombination

av vy, v och vs. For en fjirde vektor, BT = [2 —1 3|7, finns
L1, L2, T3
sadana att B = x1v7 + 29U + x3v37 Detta dr detsamma som att
1
fraga sig om det finns ett X = | o | sadant att
x3
A -X =B.

Denna matrisekvation motsvarar ES i exempel 1.5, foreldsning I.
Losningen dér X7 =[4 6 5.

Kommentarer

» Losningen existerar och &r entydig.

» Vektorerna vy, v och vs ér vektorer i R3, liksom B.

» I sjélva verket finns entydig 16sning X for varje HL (vektor) B.

» Detta hinger ihop med att A har invers, se lingre fram.

» Vektorerna v, vy och v3 utgoér tillsammans en bas for R3.
etr=[1 0 0T

» En bas dr ocksa ¢ eo = [0 1 0]
es=[0 0 1T

Fri och
bunden
variabel

Ex 3.10 Ett ES pa matrisform med variablerna x, x2, x3 och x4
1 -1 2 3|4
0 0 3 1|5
Ar pa trappstagsform. De som rdknas om bundna variabler dr de som mot-
svarar pivotelement, d.v.s. z; och x3. De andra &r fria. P4 radreducerad
[ 1 -1 0

form far vi
T2
R -

For att slippa braktal, kan vi infér parametrar for de fria variablerna pa
foljande sétt:
To =358, x4 = 3t.

Forsta och andra ekvationen kan da skrivas

x1—8$+7/3-3t=2/3 < x1 = s+ Tt +2/3, respektive
, (s,t) € R%
xs +1/31’4 = 5/3 < T3 = *t+5/3.

(Losningen #r ett hyperplan av dimension 2 i R%. )



Ex 3.11 Los ESi Ex 1.7

r—2y=>5
rz+2y=9
r—y==6
Pa matrisform blir det
1 -21|5
AB=|1 219
1 —-1]6

For vissa matriser med fler rader &n kolonner finns en vansterinvers. I detta fall

duger
. 31
A= [ -1 0 1 ]

Eftersom detta ES har 16sning, kan den berékna l4tt med Azls

HEER RSN

d.v.s. samma l6sning som i exempel 1.7.

|t

©
\

Kommentarer

e Med multiplikation med vénsterinvers, har man endast en implikation =,
sa om ursprungligt ES har 16sning sa erhalls den med vénsterinvers. Men
man kan fa falsk 16sning, just p.g.a. =-.



