17 september 2019

1 Forelasning IV

1.1 Mer om invers matris

Sats: Antag att A och B ir inverterbara matriser av samma ordning. Da &r
dven A - B inverterbar med invers B! - A~

Bevis:

Multiplikation fran vénster:

(B'-AY).(A-B)=B'-(A'.-A).B=B'.1.B=B'.B=1.

1.2 Mer matrisekvationer

Ex 4.1 Betrakta uttrycket B -I — A. Antag att A har fem kolonner och B har
fyra rader. Bestdm typerna for de tre matriserna.

Losning:

typI =5x5, typB=4x5o0chtypA=4x5.

Ex 4.2

(a) Los ut X i matrisekvationen
2X - XA=B.
Forutsett att lampliga matriser har invers.

(b) Antag att A har tre rader och att B har fyra rader. Bestdm typen for de
tre matriserna.

Losning:
(a) Los ut X 1 matrisekvationen. ..

2X - XA=B+=2.X-I-X-A=X(2I-A) =B.
VL

Vi antar allltsa att (2I — A) har invers. Losningen &r dérmed

X=B (2 A"



(b) Eftesom A och 2I dr av samma typ, maste typ A = 3 x 3. B har lika manga
kolonner som A, alltsa 3 kolonner fér B, som ger att typ B = 4x3 = typ X.

Ex 4.3 T Ex 1.8 har vi ett ES fran elliran. Variabler &r grenstrommarna
I;, I, och I3. Motsvarande resistanser &r kinda liksom totalstrommen I. Som
matrisekvation har vi (observera att det &r inte samma koefficientmatris som i
ex 1.8 ty raderna ér i en annan ordning.)

1 1 1 I I
Ri —Ry 0 -l Is | =10
0 Ry —R3 I3 0

Vi har lika manga ekvationer som variabler, d.v.s. en kvadratisk koefficientma-
tris. Av rent praktiska skil finns bara en 16sning. Det séger att koefficientma-
trisen har invers. Vi skall senare berdkna inversen och det A.

Ex 4.4 Bestiam inversen till A LCZ Z } med Jakobis metod.

Ex 4.5 Avgor om foljande matriser har invers (dr inverterbara).

1 -2 0 0 a
A[f _01 _01], B=|1 2 |, C=]01b ¢
1 -1 d e f

Losning:

A och B ir ej kvadratiska sa invers finns inte.

C| = — —abd

QU O O
o ot O
~ 0 2

s& invers finns omm abd # 0.

Det sista exemplet visar pa att om man har bara nollor under ”huvuddiagona-
len”, &r determintanten produkten av elementen i denna diagonal, sanéir som
pa tecken.

1.3 Determinant
e Determinant av matris av ordning 2 har vi definierat sedan tidigare. Den
ar

ail a2
det = ay1a22 + (71)&12(121.
a1  A22

Vi skall ur denna determinant, se hur begreppet kan generaliseras. Vi har
delas rad- och dela kolonnindex. i bada termerna &r radindexen i ordningen
(1,2), den kanoniska ordningen .

— I den forsta termen &r kolonnindexen i ordningen (1,2) och behéver
ingen, d.v.s. noll omflyttningar/inversioner f6ér att fa den i kanonisk
ordning.

Dirfor dr den forsta termen (—1)%aq1ass.



— I den andra termen &r kolonnindexen i ordningen (2,1) och behéver
en, d.v.s. 1 omflyttning/inversion for att fa den i kanonisk ordning.
Dirfor dr den andra termen (—1)tajzas;.

Definition 1.1

1. En permutation av (1,2,...,n) ir en (om-)ordning av dessa tal.

2. For en permutation (ki,ks,...,k;,kj11,...,ky,) av  talen
(1,2,...,n) kallas ett (grann-)byte av plats av tva intilliggande tal
till (k1, k2, ..., kjt1,kj, ..., kn) en inversion.

3. Givet en reell matris A = (ajx)nxn-
Derminanten av A definieras som

det A = Z (=) (kikaseskn) g0 Gop - g,
alla permutationer

(1)

Kommentarer

— Determinanten dr summan 6ver alla permutationer av (1,2,...,n).
Dessa ér n!.

— Ett (fjirr-)byte motsvaras av ett udda antal inversioner /grannbyten.
Vi forklarar ett med ett exempel. Betrakta permutationen (5, 2,4, 3,1).
Vi fjarrbyter 1 och 5, alltsa ett fjarrbyte. Nu rédknar vi antal inver-
sioner.

Steg I: Flytta 1 till plats 1.

(5,2,4,3,1),(5,2,4,1,3),(5,2,1,4,3), (5,1,2,4,3), (1,5,2,4,3)

d.v.s .4 inversioner.
Steg II: Flytta 5 till plats 5.

(1,5,2,4,3),1,2,5,4,3),1,2,4,5,3),(1,2,4,3,5),(1,2,3,4,5)
d.v.s. 4 inversioner, totalt 4 + 4 = 8 inversioner:
inv(5,2,4,3,1) =8.

Eftersom antal inversioner dr udda omm antal fjirrbyten &r 2, &r
tecknet (—1)MVEuk ke — (_1)8 = 1.

aj1 a2 a13
e Determinanten av A = | a21 ag2 ag3 | bestar av 3] = 6 och dr
as1 as2 @33

(1,102,203 3101 202 303 11+01,3042 1043 2—01 302 2031 —0]1 102,303 2—01 202,103 3.



e Vi ser att determinantens termer dr produkten av tre element i A som &r
hémtade fran varje rad och kolonn. Om en term innehaller faktorn a; 1, sa
termen inte innehéalla faktorer fran samma rad och kolonn, alltsa inte fran
rad 1 inte heller fran kolonn 1. En annan faktor kan vara ag 3 och saledes
dr den sista faktorn as ». Sanir som tecken &r termen a1 1a2,.3a3.2.
Tecknet ges av

(71)inv(1,3,2) _ (71)1 - _1.

e Ovanstaende resonemang tillimpad pa matrisen, med nollor (0) under
huvuddiagonalen

a1,1 ai2 a3

A= 0 ag2 az3 | ger detA = aya220a33.
0 0 a3.3

Ex 4.6 Berikna determinanten av

2 -1 0
A= 1 0 -1
0 -2 3

Lo6sning:
Vi skall berékna de 3! termerna (med ritt tecken).

detA = 1)-0+40-1-(—=2)—

3+ (=1)- (-
1) (=2) + (=1)-1-3] = —1.

2.0-
0-0-0+2-(

1.4 Sarrus regel

For matris av odning 3 (typ 3 x 3), kan determinanten beraknas med denna
regel. Man skriver uppp forsta och andra kolonn t.h. om matrisens determinant:

a1 @12 @13 | @11 Q12
detA=| as1 a22 a3 | az1 a2 | =aiaz2a33+ ...
az1 asz2 a33 az1 as;2

Man multiplcerar element i diagonalerna. For diagonaler snett nedat at hger far
plustecken och diagonaler snett nedat at vanster far minutecken. Ex.vis far vi
termen (+)a171a272a373 och termen —1 - a1,102,343,2.

1.4.1 Raroperationernas inverkan pa determinant
Att A~ A’

e Vi skall nu se hur de tre radoperationerna paverkar determinanten. Om
A ~ A’ ir da deras determinanter lika?

= Vi utfor R1, R2 och R3 pa nedanstaende matris av ordning 2.



Mer om determinant

R1 Multiplicera rad 1 med ¢ och lagg till andra rad:

A— [ a1 ai2 ] ~ A = [ ai,1 ay2

a1 Q22 a1+ cay1  ag2+caipz

Och

Vi
det A" = ay 1(az2+cai2)—a12(az,1+car 1) = ai1022—a1 2021 = det A,

alltsa ingen av determinantens vérde.
R2 Radbyte ger

det A’ = det [ 92,1 922 } = —det A,

ail a2

alltsa teckendndring pa determinanten.
R3 Multiplikation av en rad, sig forsta rad, med ett tal ¢ # 0 ger

detA' = c(a172a272 — a172a2,1) = c det A.
Ex 4.7 Berikna Determinanten av matrisen A m.h.a. radoperationerna.
Lo6sning:

Det giller bara att halla reda pa R2 och R3. R1 paverkar inte determi-
nantens vérde.

2 -1 0 1 0 -1
detA = 1 0 -1 |={R2}=-|2 -1 0 |={R1}=
0 -2 3 0 -2 3
1 0 -1
Ri}= —|0 -1 2|=-1-(=1)-(-1)=-1.
0 0 -1

ai1 a2
a2,1 G232
allménna fallet, d.v.s. determinanten f6r en matris av typ n x n:

Determinanten av transponatet till A = [ } far illustrera det

det AT = | 11 921 | a1,1042,2 — 1,202 1.
1,2 Qa22
Alltsa
det AT = det A. (2)

Var och en av de n! termerna i en determinant av A av typ n xn innehaller
en faktor fran varje rad och vare kolonn. Speciellt om A har en nollrad
(eller nollkolonn) dr determinanten = 0.

Om determinanten innehaller tva identiska rader dr determinanten ocksa
= 0. Imatrisen nedan lat a; vara rad j och antag att rad j &r lika med rad
k,d.v.s. a; = a;.

R1: I matrisen A nedan multipliceras rad j med —1 och adderas till rad
k, som ju ar lika, blir den nya rad k lika med noll, en nollrad

ap—a;=a;=a; =0

1
0
0

0
-1
-2



och eftersom R1 inte forandrar determinantens vérde, ar

[ —a1— ] —a1—
J J
A = ~ = A/
L —Qp— i L —Qp— i

Och det A’ = 0. Detta visar att det A = 0.

Rad och kolonn Vi har enligt ovan att det A7 = A. Vi kan alltsd gora kolonnoperationer
likavél som radoperationer med samma paverkan pa determinanten.

Speciellt é@ndrar radoperationerna R1, R2 och R3 inte pa om det A # 0
eller det A = 0. D.v.s.

Om A ~ A’ sa giiller det A # 0 <= det A’ # 0.

1.5 Cramers regel

Om man onskar bestimma endast en komponent/koordinat, sig z; i X7 =
[z xg ... z,]7 gar detta géra med denna regel.
Ex 4.8 I exempel 1.5 har vi ett ES pa matrisform

2 -1 0 2
1 0 -1|-1
0 -2 3 3

Vi beréknar z i [z y 2|7 och byter alltsed kolonn 1 i A mot HL.

2 -1 0
-1 0 -1
3 -2 3 —4
T = = — =4.
2 -1 0 -1
1 0 -1
0o -2 3
Ex 4.9
R




FElkretsen i ezempel 1.8 och exempel 4.3.

Vi har detta ES som matrisekvation. Vi kanske bara ar intresserade att bestamma
en strom, siag Io. Det dr mojligt med denna regel. Vi utgar fran att vi har mot-
svarande matrisekvation

1 1 1 I I
Ry —Ry 0 I | =10
0 Ry —Rs3 I3 0

Man anvander da determinanter och far

I, — detAg
27 detA

dédr Ao dr den matris som erhalls om kolonn 2 i A byts mot hogerledet.

1. Téljaren:
1 T 1
Ry 0 0 = R1R3l.
0 0 —Rs
2. Nédmnaren:
1 1 1 1 1 1
R —Rs 0 ={R1}=|0 R, —R3 | = RiRo+RoRs+Rs Ry
0 0 —Rs3 0 Ri+Ry Ry
Det betyder att
Rs Ry

I, = I.
7 RiRy+ RoRs + R3Ry

1.6 En rikneregel for determinanter

For det tre uttrycken det A, det B och det(A - B) finns ett samband, om typ A =
typ B, som dock &r svart att bevisa.

Sats 1.1 Om, for tva kvadratiska matriser med typ A = typ B, sa ér

det A - det B = det(A - B). (3)

Bevis:
Vi bevisar satsen f6r matriser av ordning 2 (2 x 2).

VL =det A-det B = (a1,102,2 — a1,2a2.1) - (b1,1b2.2 — b1 2b2.1).
For HL behover vi férst produkten A - B:

a1,1b1,1 Fai2b21  a11b12 + ai2bao

A -B=
a2,1b1,1 +ag2b21  a21b1 2+ az2b2 2



med determinant
HL = (a1,101,1+a1,2b2.1)-(a2,101 2+a2 2b2 2) —(a1,101 2+a1,2b2 2)-(a2,101,1+a2,2b2 1).
Att avgora att dessa uttryck &r lika, ser vi att VL har termerna

01,102,2b1,1b2,2
—a1,102,2bl,2b2,1
—a1,202,1b1,1b2.2
a1,2a2,1b1,202 1.

Vi ser att dessa termer dven finns i HL men HL har ytterligare fyra termer.
Dessa ar

a1,102,1b1,1b12, *al,laz,1b1,1b1,27 01,202,2172,11?2,27 *a1,2a2,2b2,152,27

som p.g.a. parvis likhet men med olika tecken, tar ut varandra. Detta avslutar
beviset.

Vi illustrerar satsen med ett exempel.

Ex 4.10 I ex 1.1. och 1.2 har vi koefficientmatriserna A = [

DO

1 .
11 } respektive

2 1 . -
B = [ 4 9 } Vi multiplicerar

A-B= [g ;1] med determinant 8-3 —4-6 = 0.
For

det A - det B

maste en av faktorerna vara = 0. Nu dr det B =2-2—1-4 = 0, sa det stdmmer.

1.7 Nolldivisor

For reella tal, som ovan, géller att a -b = 0 <= a = 0 V b = 0. Det géller
inte matriser. Betrakta f6ljande tva matriser som inte dr nollmatriser, d.v.s.
alla element &r inte 0.

4 -2 1 -2 10
A:[_6 3 } ochB:{2 _4].DaarA-B—{0

o O
1

en nollmatris.



1.8 Utvecklingssatsen fér determinant (Definition i Lay,
sidan 183)

For matrisen nedan kan man beridkna dess determinant genom att utveckla den
i underdeterminanter.

2 -1 0
A=]1 0 -1
0 -2 3

Vi berdknar determinanten genom att utveckla m.a.p. rad 1.

2 -1 0
JAl=|1 0 —1|=2(=1)'"
0 -2 3

d.v.s. man far tre termer.

l:a term dr determinanten av den matris, som erhalls da rad 1 och kolonn 1
stryks i A ganger a1, = 2 samt ganger (—1)'T1.

2:a term dr determinanten av den matris, som erhalls da rad 1 och kolonn 2
stryks i A génger a3 o2 = —1 samt ganger (—1)'*2.

3:e term ar determinanten av den matris, som erhalls da rad 1 och kolonn 3
stryks i A génger a1 3 = 0 samt ganger (—1)'3.

Fortsatta rakningar ger

detA=[A]=2-(-2)+(-1)*-34+0-1-(-2) = —1.



