1 MK-metoden; exempel och ovningar

Ibland vill man ha en 16sning till ett ES som saknar 16sning, fr.a. ett verbestamt
ES. Man kan da fa en ”bésta 16sning”, en 16sning som néstan &r 16sning till det
givna ES. Ex.vis kan det rora sig om att man har fyra punkters koordinater
(fyra villkor/ekvationer) som en linje pa formen y = kx + m skall ga genom
(Tva variabler k och m). Ett motsvarande ES &r alltsa 6verbestamt. Man far
kx; +m =y; for (z;,y;), j =1,2,3,4

Ex 1 Givet punkterna (g, yx), ¥ = 1,2,3,4 med koordinater

1‘120 y1=1
zo=1|y2=3
x3=2|ys=3

1‘4:3 y4:6

Vi skall anpassa en linje y = kx +m ”sa gott det gar” med MK-metoden.
Detsom &r oként (variabler) och som soks, ar k och m.
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Vi far ett ES med 4 ekvationer och 2 obekanta, alltsa ett dverbestamt ES:

0-k+m = 1
1-k+m = 3
2k+m = 3
3k+m = 6
Som matrisekvation:
0 1 1
1 1 E|l |3
2 1 m | | 3|’
3 1 6

som vi skriver kortare A- X =Y.
Man 16ser detta ES pa matrisform och finner att 16sning saknas (0 l6sningar).

Istéllet 16ser man ES approximativt och anvénder den reducerade ma-
trisekvationen. Det innebér att man multiplicerar med A7 fran viinster
och far (med implikation =)

AT A X=A"Y.

A
Man kan visa att denna matrisekvation alltid har 16sning X = X, som ar
den bésta l6sningen i MK-mening. Vi aterkommer till detta langre fram.

IVL:
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2 ] med determinant = 4(7 -2 — 3%) = 20 # 0.



Alltsa existerar inversmatrisen och ar

AT v | 27
HL=A"'Y = { 13 ] .
Losningen ar darmed
1 2 -3
T . -1 . T . e .
(A" -A)~-A"Y 50 [ 3 }

3
Linjens ekvation &r alltsa y = i + 1.
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Vi far 16sningen

X:&:[Wf}

A A
For varje X, inte bara for X, ar givetvis A- X #Y.
Vektorn

A X-Y

kallas felvektorn (Eventuellt &r felvektorn definierad som ¥ — A - X.)
Medelfelet definieras om

A X Y]

=
dar m ar antal ekvationer i matrisekvationen.

A
Man kan visa att med/e\lfelet ar som minst om X = X. Vi berdkna
medelfelet for, dels for X och dels for ett annat X. Obs! m = 4.

A
_JA-X Y| /32

=0.612372...
Vi 2

Vi berdkna nu medelfelet =: n; for ex.vis X = [ } , som alltsa dr minst

1

lika sa stort som 7 ovan. Det blir n; = ? = 1.11803... > 0.612372....

Ex 2

Givet tre linjer y = 22 — 1, x = 24 2y och x +y = 0. Dessa skir varandra
inte i en punkt. D.v.s. ES med dessa tre ekvationer saknar 16sning (&r
overbestamt). Som matrisekvation

2 -1 1
A - X =Y och med siffror 1 -2 [x]: 2
1 1



Vi tar frm den bésta losningen i MK-mening, d.v.s. 16ser

T 4 _ AT [ 6 3] , [ 4
A A=A Yalltsa[_3 G]X[—5]'

Matrisen A7 - A dr symmetrisk (enligt teorin) och har dessutom invers.
Losningen ges av

T Av—1. AT 1121 3
X=A"-A) - A Y=...=- — X = 3
9| 1 2 -3
For medelfelet behovs felvektorn
1 [ 1
AX-Y=-| -1
3
ar
V12 412 412 1
7727+ + =-=0.333....
3V3 3
f)vningar

1.1 Los foljande ES med MK-metoden och ange medelfelet.

2y = 3
a) y—z = 1 b)
r—y = -2
r—y = -2
y =5
2y = O
v = x;—i — 1
c) y—z = 1 d)
r—y = -1
z—y = -1
20—z = 1

1.2 Anpassa med MK-metoden, en linje till punkterna
P1 = (1; 2), P2 = (2;3)7 P3 = (3;5), P4 = (4,8)

samt berakna medelfelet.

1.3 Berdkna en parabel y = az? + bx + c till samma punkter, som i féegdende
ovning. Vad ar medelfelet?

Facit

1.1 Los foljande ES med MK-metoden och ange medelfelet.

0 = (03) =0 W E=02.0=%"
C) (x,y) = (1a2)a 77:0 d) ($7y) = <§7§) , = %

12k=2,m=—1/2,n=1/2.

1.3
a=1/2, b=-1/2, ¢=2, n=0.






