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1 Forelasning VI: Vektorer
1.1 Geometrisk vektor

Med en geometrisk vektor menas vektor utan koordinatsystem. Déar definieras vektoral-
gebran. Vi definierar foljande egenskaper.

e En vektor betecknas med gemen och fet stil a, b, u, v etc.

e En vektor dger tva egenskaper lingd ||a|| och riktning.

e En vektor kan forflyttas parallellt.
e ||la|| > 0 med liket omm a = 0, nollvektorn.
e Vektorn ca ar vektorn (anti-)parallell med a, dar ¢ > 0 (¢ < 0) och har langden

leall = lef - [|all.

e Vinkeln mellan tva vektorer ar vinkeln # mellan vinkelbenen a och b, dar start-
punkterna sammanfaller. 0 < # < 7. Om 6 = 0(= 0°) &r vektorerna parallella.
Om 0 = 7 (= 180°) &r vektorerna motsatt riktade eller antiparallella.

e Addition av vektorer: Vektorn a + b ar vektorna med startpunkt som a och slut-
punkt som b da a:s slutpunkt och b:s startpunkt sammanfaller.



T.v. tva vektorer ar lika

Om de é&r lika langa och lika

riktade.

Nedat t.v. Vinkeln 8 mellan tva vektorer
ar vinkeln mellan

vektorern med gemensam startpunkt.
Nedan: Addition av vektorer.

b a+b

e For tre punkter P, @ och R kan vi definiera tre vektorer. Dels ]@, Cﬁ och ﬁ
Geom att rita dessa ser vi att ex.vis &r

PG+ QR = PR.

Q

—_— — —
PQ+QR=PR



1.2 Vektor och koordinatsystem

y“

P=(2;3)

Yo p G55

Y

EXEMPEL 6.1 Givet en punkt P = (2;3) sa ar 2 och 3 dess koordinater.

Motsvarande ortsvektor &r @ = OP = (2,3) med startpunkt i origo och slutpunkt i P. 2
och 3 ar dess komponenter.
Langden av vektorn ar da |[(2,3)|| = V22 + 32, som ju ocksa ar avstandet melan origo

och punkten P = (2;3).
Addition av vektorer &r komponentvis. Multplikation med skalér (reellt tal) ger ocksa
komponentvis.

a+b=(2,3)+(5,1)=(7,4), c-a=(2¢3c) med lingd |¢| - v13.

Kommentarer

e [ Lay skrivs vektorer med komponenter som matriser av typ m x 1, d.v.s. som
kolonner.

1.2.1 Linjens ekvation pa parameter/vektorform
EXEMPEL 6.2

Givet de tva punkterna P = (2;3) och @Q = (5;1). Definiera motsvarande ortsvektorer
OP —a~= (2,3) och OQ =b = (5,1). Bestam en ekvation genom dessa tva punkter:



Startpunkt, som vektor, kan vi ta rg :=a = Oﬁ = (2, 3) och som riktningsvektor kan vi

ta
v=PQ =00 0P =(51)=(2,3) = (3,-2).
En ortsvektor pa linjen kan uttryckas med dessa. Satt ro = (2,3) = a.
r:=(z,y) =ro+t-veller (z,y) =(2,3) +t(3,-2), t € R.

Vi kan eliminera t ur forsta koordinaten och likasa ur andra:

1
Yy = 5(13 —2z).

1.2.2 Enhetsvektor

EXEMPEL 6.3 En enhetsvektor e ar en vektor med langd 1. Ex.vis &r @ = (2, 3) inte en
1
enhetsvektor eftersom dess langd &r v/13. Men déremot dr e = ——(2, 3) en enhetsvektor

V13

parallell med a.

Enhetsvektorer parallella med koordinataxlarna ar

,0) ¢ € i R? och (0,1,0) =j=e, iR%.
071) :J:ey

{( ) (1,0,0) =i=ey

0,0,1) =k=e.

Man kan skriva en vektor u = (x1,y1) = (21,0)+(0,41) = 1-(1,0)+y1-(0,1) = x1i+y15.

1.8 Skaldr produkt (dot or inner product)

Definition 1.1  Skaldrprodukten u - v := ||u|| - |[v]| cos 6.

Kommentarer
e cos0° =1, cos90° = 0 och cos180° = —1, sa att

—ull - [lo]] < u-v <] - [jv]].

Dessutom ar u - v = 0, om 6 = 90°.



e Man kan visa att skalarprodukten &r distributiv:

u-V+tw)=u-v+u-w.

e Speciellt for en vektor med langd 1 ar
e-e=l|le||-|le]| - cos0° = 1.
Och mer allmént
u-u = [ful[*.

Om tva vektorer ar vinkelrdta &r u - v = ||u|| - ||v|| cos 90° =

e Ex.vis ar

u-v = (1,2)-(5,4) = (6 +2) - (56 + 4j) =
= i-5i+i-4j+i-4j+2j-5i=1-5+2-4=13.

e Allmint #r for vektorer i R? pa komponentform
U-v =122 + Y1y2.
1.4 Vinkel mellan vektorer
Vinkeln mellan vektorerna w och v:

u-v = |[ull - [[v|| - cos§ < cosf = ———.
[l | - [l

e Vinkeln mellan vektorerna u = (1,2) och v = (5,4) ges av sambandet

cosf = uv 13 <:>0—arccos<13)
[[l] - o] V- 41 V541

e P.s.s. dr cosinus for vinkeln mellan @ = (2,3) och b = (5,1)

2.5+3-1 1
VI3V26 V2

cosf = < 0 = 45°.



1.5 R?3

Koordinataxlarna x—, y— och z—axeln bildar et héogersystem i den ordningen. Addition
och multiplikation med skaléir, samt skaldr produkt &r som i R2.

EXEMPEL 6.4 Givet P = (1;2;1) och @ = (3;5;8). Da &r linjens ekvation pa parameter-
form (genom dessa tva punkter)

r= 2t+1
(:B,y,z):t@—i—O?och med siffror ¢y = 3t+2,teR.
z= Tt+1

]
EXEMPEL 6.5 Vinkeln mellan OP = (1,2,1) =:u och @ = v beriiknas p.s.s. som R?:
st = [l ol = T s e 7 = vy = 2 = 0 =%
|



1.6 Vektorprodukt (Cross product)

Bara i rummet R? finns en vektoriell produkt (vektorprodukt eller cross product). Givet
tva vektorer u = (1,2,1) och v = (3,5,8). Dessa kan liggas i ett plan i R3.

Definition 1.2  Man definierar da en tredje vektor utfran dessa
tva som skrivs u x v. For u x v géller foljande

l.uxv Luochuxv Lv.
2. u, v, u X v bildar ett hdgersystem.

3. Lingden |lu xv|| = |lu||-|v|| - siné@.

Kommentarer
e u x u = 0 eftersom dess lingd #r ||u||? - sin @ och vinkeln mellan u och sig sjilv &r
6 = 0° och sin0° = 0.

o Omm 0 = 90° ir |ju x v|| = ||ul||]v]| - 1

Sats 1.1

e Vektorprodukten &r antikommutativ, som betyder att u x
V= —0XU.

e Vektorprodukten ar vénster- och hégerdistributiv (men inte
associativ).

Kommentarer

Det foljer att @ x b =0, om 6 = 0° eller § = 180°.

Vidare ar |a x b| = |a] - |b|, om 6 = 90°.

a x b= —b x a (Antikommutativitet).

Man kan visa att vektorprodukten &r vénster- och hogerdistributiv.

EXEMPEL 6.6 Givet punkterna P = (1;1;3), Q@ = (2;3;4) och R = (4;6;11). Vi bildar
vektorerna

PO = (1,2,1) och PR = (3,5,8).



Dessa kan vi skriva med m.h.a. basvektorerna e, =1 = (1,0, 0),
e, =j=(0,1,0) och e, =k = (0,0,1).

a:= PO —i+2j+kochb:= PE—3i+5j +8k.

Innan vi multiplicerar ihop dessa, ser vi att i x¢ = 0, nollvektorn, eftersom mellanliggande
vinkel ar 6 = 0°. P.s.s. med de tva andra basvektorerna. Dessutom &ar

ixj=k ochkxj=—i

detta beror pa att koordinataxlarna, z—, y— och z—axlarn utgér ett hogersystem i den
ordningen. Distributiva lagarna ger att

PG x PR = (i+2j+k)x (3i+5j+8k) =

= (2:8-5-1)§i+(1-3-8-1)j+(1-5—2-3)k = (11,5, 1),.

Man kan alternativt gora berdkningen med determinant av ordning 3:

i j ok
1 2 1|=(16-5)i+(3-8)j+(5—6)k=(11,-5—1).
35 8

Vi verifierar att denna vektor ar vinkelrat mot a:
a-(axb)=(1,2,1)-(11,-5,-1)=11-10—-1=0.
P.s.s. med b (Ovning!)

1.7 Plan och linge

EXEMPEL 6.7 Bestdm en ekvation for planet, som innehaller punkterna i féregaende
exempel.

Losning

Vi vet att (11,—5,—1) =: n ar vinkelrdt mot de tva vektorerna (1,2,1) och (3,5,8)
och dessa vektorer dr parallella med planet. Man sdger da att n = (11,—5,—1) ar
normalvektor till planet. Detta plan bestar av alla punkter (z,y, z)(= r som ortsvektor),

sadana att n L r — OP, alltsa

n-(r— O?) =0.
Med talen givna av ovan, ar

n-(r—OP)=(11,-5,-1) ((z,9,2) — (1,1,3)) = 1z — 5y — 2 — 3= 0.



Kommentarer

e Planets ekvation blir densamma dven om man byter A mot B elller C.

e Planets allminna ekvation kan skrivas

Ar+By+Cz+D =0. (1)

1.8 Triangel och tetraeder

EXEMPEL 6.8 Berdkna arean av triangeln med hérn i P, () och R.

Losning

1
Enligt areasatsen for triangel ar arean 1T = Tl b-sinf dar 6 ar mellanliggande vinkel

till sidorna med langder a och b. Nu &r |a x b| = absin6, om a = |a| och b = |b].

I vart fall ar alltsa arean
Claxbl 1124 (=52 +(-1)2  7V3

= a.e. .

2 2 2

T

1.8.1 Volym av tetraeder samt trippel skaldrprodukt

EXEMPEL 6.9 Berékna volymen pa den tetraeder som har hérni P, @, Roch S = (4;5;7) .

Losning
PS = (3,4,4). Volymen ir
.

_ (PG x PR)-P$
6

Nu ar denna "trippel skalar produkt” mdjlig att berdkna som en determinant.

1 2
(POx PR)-PS=|3 5
3 4

8| =..=9.
4

B 9 3
Volymen ar V = 6= 3 v.e.

EXEMPEL 6.10 Berdkna avstandet mellan punkten .S och planet II ovan.



Losning

Vi ser att avstandet
d= |ﬁ | cos ¢

dér ¢ ar vinkeln mellan ﬁ och n = ]@ X ﬁ Vi anvéander skalar produkt for att
uttryck avstandet d.

_ _‘@XP‘JI)BHP—QCOS _(Pﬁxﬁ)ﬁ
e 5 S

For att fa en formel for avstandet skriver vi S = (x1;y1;21) och P = (x0;yo; 20). Da blir

P = (21,41, 21) — (20, Y0, 20)

Vi skiftar nu beteckningar och skriver I@ X P—I?E = n. I téljaren star en faktor ﬁ .
Téljaren blir med detta byte av bokstaver

n - ((z1,y1, 21) — (T0,%0,20)) = - (21,1, 21) — N - (T0, Y0, 20) -

Och sedan infor vi n = (A, B, (), alltsa dessa bokstéaver betyder nu komponenter for
normalvektorn. Med n = (A, B, C) blir den forsta termen

Ax1+ By1 +Cz

och den andra termen
—(Azo + Byo + Cz) .

Nu ligger punkten (xg, yo, z0) i planet (ursprungligen punkten P). Det betyder att
Azg+ Byg+Czo+ D =0<= D = —(Azo + Byo + Cz) .

Avstandet kan alltsa skrivas
_Az1 +By1 +Cz1 + D
VAZ+B?+(C?

Nu kan ¢ vara trubbig varfér cos ¢ < 0. Dérefér behdvs ett absolutbelopp pa téljaren.

d

o ‘A(L‘l + Byl +Cz + D’
VAZ+ B2+ C?
I exemplet ar alltsa n = (A, B,C) = (11,-5,—1) och punkten (z1,y1,21) = (4,5,7).
Avstandet blir alltsa
g L4+ (=5)-5+4(-1)- 73] _ 3v3
V112 + (=5)2 + (—1)2 7

d

10



Kommentarer

e [ exemplet ovan har vi produkterna
(PG x PR) - PS.

Denna produkt med tre vektorer kallass trippel skaldr produkt. Vi kan berdkna
P@Q x PR som en determinant med 6versta raden [¢ j k]. Vi gor tva byten i
denna determinant, sa att vi far raderna

_ 0 -
PR

i 7 k
dar (xz1,y1,21). I den trippla skaldrprodukten ersitts sista raden med P? , sa att

~ PO - 1
]@xﬁ-ﬁ: - ]ﬁ —|1=13
pe 3

EXEMPEL 6.11 I detta exempel har vi tva ekvationer som dr ekvationer for plan i R3.
Iy: z—y+22=0
IIy: 2z4y—22=3

med 16sning (z,y,z) = (1,14 2t,t) =(0,2,1) + (1,1,0), t € R.

Riktningsvektor dr v = (0,2, 1). Linjen &r vinkelrét mot planens normalvektorer. Alltsa
(anti-)parallell med m; X ng, diar n; och ng &r normalvektorer till tva av planen. Vi
verifierar detta dessa plan

r—y+2z2=00ch2x+y—22=3
Normalvektorer ar n; = (1,—1,2) och ng = (2,1 — 2). Vektorprodukten blir
ny xn2 = (0,6,3) || v=(0,2,1)

EXEMPEL 6.12 Man kan berdkna vinkeln mellan tva plan. T exempel 1.6 har vi ES med
tva ekvationer och tre variabler, som ar ekvationer for tva plan.

n 9, — 1 x="Tt
vy e = med 16sning ¢ y =1 — 3¢t
20432 =2

z =2t

11



Forst 1lagger vi mérke till att linjen riktningsvektor ar v = (7, —3,2). Den ligger parallellt
med planen och ar alltsa vinkelrdt mot planens normalvektorer ny = (1,1, —2) respektive
ng = (0,2,3). Vi far att v || ny X ny. Vi verifierar detta.

k
—2 | =(7,-3,2)
3

N .

)

nyxXng=|1

0

som bara inte ar parallell utan lika med v. Nu till vinkeln mellan planen.

My

6 Iy

De tva planen I och Ty sett fran kanten med normaler och mellanliggande vinkel. En sadan vinkel
raknas spetsig eller rdt, d.v.s. 0° <6 < 90°.

Den mellanliggande vinkeln 6 far vi med skaldr produkt.

ny - Ny /2
COSHIZ —_— =2 — < 0.
|n1] . |n2| 39

Att cos 8 < 0 sager att vinkeln &ar trubbig. Ett exakt uttryck for vinkeln ar

2
24/ =] .
arccos ( 39)

Vi definierar dock vinkeln som spetsig. Alltsa &r det supplementvinkeln till denna vinkel,
som vi svarar med.

o 2 2 o
180° — arccos <—2 39) = arccos (2 39> (=~ 63.1°).

EXEMPEL 6.13 Givet punkten S = (4;5;7) och planet x +y — 2z — 1 = 0. Bestam
(a) Projektionspunkten av punkten i planet.

(b) Avstandet mellan punkten och planet.

12



Losning

(a) Projektionspunkten av punkten i planet: Linjen vinkelrét mot planet genom punk-
ten (4;5;7) har ekvationen pa parameterform

(x,y,2) = (4,5,7) +t(1,1,-2)

eftersom n = (1,1, —2) ar normalvektor till planet. For vilket ¢ skér linjen och
planet varandra? Sétt in (x,y, z) for linjen i planets ekvation.

(t+4)+(t+5)—2(7T—2t)—1=6(t—1) =0 t=1.
Projektionspunkten ar alltsa P = (4;5;7) +1-(1;1;—2) = (5;6;5).

(b) Avstandet d mellan punkten och planet far vi genom att subtrahera punkterna
(5,6,5) och (4,5,7) och sedan ta laingden/avstandet.

d= |(5’675) - (47577)| = ‘(1a1a*2)‘ = \/12 + 12+ (*2)2 = \/6

EXEMPEL 6.14 Givet tva linjer pa parameterform

r=1t+2 r=t+1
Ly y=t+5 och Ly : y=3—-2t |, teR
z2=1-2t z=t+4

Tv4 linjer i R? skir i regel inte varandra. Hir gor de det.
(a) Bestdam skarningspunkten.

(b) Berikna vinkeln mellan linjerna.

Losning

(a) Iskdrningspunkten behvoer inte vérdet pa parametern ¢ vara densamma for de tva
linjerna. Byt darfér ¢ mot s i den forsta linjen L och satt koordinaterna lika.

r=s5+2=1t+1 s—t=-1 1 —1] =1
y=s+5=3-2t <= {s+2t=-2 ~ |1 2|-2 |~
z=1-2s=t+4 2s+t=-3 2 1]-3

1 —1|-1 1 0]-4/3 s—_4/3

0 3|-1|~|0 1]-1/3]~

0 3|-1 00| 0 {t:—l/?’

13



Eftersom vi har en 16sning pa detta éverbestamda ES, far vi skdrningspunkten

2 11 11
(r,y,2) = —4/3(1,1,-2) + (2,5,1) = (3,3,3) .

(Verifiera att t = —1/3 i linjen Ly ger samma punkt.)

(b) Cinkeln mellan linjerna &r spetsig eller rit, inte trubbig. Vi anvinder oss av
skalarprodukt mellan riktningsvektorerna.
v -V -3 1
vy =(1,1,-2), vo = (1,-2,1) = cosf = — =2 =

illos] ~ VG6-v6 2

Vinkeln 6 = 120° mellan vektorerna, men vinkeln mellan linjerna ar 180° — 120° =

60° (Svar).

EXEMPEL 6.15
Bestam avstandet mellan linjen Lo i foregaende exempel och punkten Q = (4,5,7).
Losning

Punkten P = (1,3,4) ligger pa linjen Ly. Bilda vektorn ]@ = (4,5,7) — (1,3,4) =
(3,2,3). Avstandet d kan da skrivas

d=PQ|sing

dar ¢ &r vinkeln mellan ]@ och v = (1,-2,1). Eftersom det ar ”sinus” och inte
”cosinus”, anvander vi vektoriell produkt.

d=|PQ|sing = 2 [P sin o _ Jvax PQ

|va] [va]
Nu ar
i § ok
vax PO=|1 -2 1 |=(-8,0,8) med lingd |(=8,0,8)| = 8v/2.
3 92 3
Darmed ar
8v/2 8
d=Y2_ ° 6.
V6 V3

14



EXEMPEL 6.16

(a) Bestdm en ekvation for linjen L 1 Ly och som gar genom punkten (4,5,7) och
skar linjen Lo.

(b) Bestam skdrningspunkten mellan linjerna Ly och L.

Losning

(a) Linjen L:s riktningsvektor kan vi sétta till v. Linjen L &r vinkelrdt mot vy och
v2 X PQ och ddrmed (anti-)parallell med

v X (09 X PO) = ... = (—16,—16, —16)
Vi véljer v = (1,1, 1). Ekvationen for linjen L &r ddrmed
(x,y,2) =t(1,1,1) + (4,5,7).
(b) Vi skall l6sa ES

1 —1]-3 a=1/3
s(1,—2,1)+(1,3,4) = t(1, 1, )+, 5T~ | 2 1| 2| ~.~

4 1
Skarningspunkten ar (z;y; z) = <3; g; 33> =S

Kommentarer

e Vi kan nu latt berdkna avstandet mellan punkten @ = (4,5,7) och linjen Lo, se
exempel 15. Helt enkelt

8 8v/3 8
—Ql=|-=(1,1,1)] = X2 = = e,
5-a = || =52 -

EXEMPEL 6.17 Givet punkterna/ortsvektorerna (x1,y1) och (x2,y2) i planet. Tillsam-
mans med (0,0) utgdr de tre horn i en triangel. Vad ar arean av denna triangel?

15



Losning

Man kan berdkna arean med elementar trigonometri. Ex.vis ar den tredje sidan som
vektor (z2,y2) — (z1,y1). Saledes kan alla tre sidornas langder och darmed triangelns
area beriiknas!. Vi kan ocksa se (x1,¥1) som en vektor i R®: @ = (21,91,0) och p.s.s.
b = (x2,92,0). Arean fas da med vektorprodukten mellan dessa.

i ok
axb=|z1 y1 0 |={Utv. lings kolonn 3} = (z1y2 — y122)k .
z2 y2 0
Arean ar alltsa
T — |$1y2 ; y1$2’ .

'Herons formel
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