Sammanfattning av Lasvecka 5 - v2

Léasvecka 5 var ganska intensiv for foreldsningar: under tva dagar gick vi genom sju kapitlen fran
boken. Har &r en kort sammanfattning av de nyckelsaker; det ar viktigt att ocksa ldsa motsvarande
kapitlen fran boken samt VeckoPM, men kanske hjalper denna text liten bit. Det finns manga ny
koncept, speciellt manga integraler. Det ar viktigt att forsta hur alla av dom réknas, och pa vilka
olika sétt de beror om kurvor, &ndpunkter, och parametrisering!

Kurvor

Vektorfalt

Kurvintegral: skalar

— En vektorvirda delvis glatt (har alla derivator av alla ordning) funktion 7 : I — R3

kallas en parametriserad kurva 7 (t) = (x(t), y(t), z(t)). Har I C R &r en intervall.

Vi kunde anta att 7 ir bara kontinuerligt, men sa vore nagra patologiska kurvor méojliga
(Peanos kurva, von Koch snéflinga...). Vi ska undvika dom.

En kurva C ar virdeméangd av 7. Olika parametriserade kurvor kan motsvara samma
kurvor C.

I praktiken anvénds ord kurva for bada C och 7. Det beror pa kontext, om parametris-
ering behovs.

Tangent av 7 (t) ges av 7' (t) = (2/(t),y/(t), 2 (t)).

I fysik 7 (t) beskriver position, och ¥ (t) = 7’(t) beskriver hastighet (velocitet). Vi
kan ocksa ta hogre derivator for motsvarande fysiska koncept.

Langd av kurvan C med parametrisering 7 [a,b] — R3 ges av

b b
/Cds:/a W(t)\dt:/a JZ O+ g (02 + 2 (0)2dt.

En parametriserad kurva 7 : [a,b] — R? har en visst riktning mellan indpunkter 7 (a)

och 7 (b).

Kurvan 7 : [a,b] — R? kallas sluten, om 7 (a) = 7 (b), och enkel om det ir injektiv (ir
inte sjilv-skdrande). Kurvan kallas enkel sluten, om det &r sluten och enkel (férutom

7 (a) = 7 (b)).

Kurvan kan komma upp som skdrningsméngd av tva ytor.

En glatt vektorvirda funktion F . R3 — RS Lallas ett vektorfilt.

Det &r oft en bra ide att tdnka om vektorfalt som vitska, om ténka hur en partikel ror
sig i denna vatska.

Banan av partikeln beskrivs med faltlinjer 7. Tangent av en féltlinje ar parallel med
vektorfiltet; 7/ (t) = A(t)?(?(t)), dar X ar skalarvird.

Ett vektorfalt kallas konservativ, om det ar en gradient, dvs. F(m, y,2) = Vo(x,y, 2).
Funktionen ¢ kallas potential av ?

Anta ? = V¢ ar konservativ, och C &r en nivikurva for ¢. Vi vet att nivakurvor ar
vinkelrat mot gradienten. Sa nivakurvor ar vinkelrdt mot ? och faltlinjer.

En nodvandig villkor for F= (F;, F;) : R? — R? att vara konservativ: F; o = F} 1, som

motsvarar ¢ 2 = ¢2 1. Likdant villkor finns for R? ocksa.

Om f : R3® — R #r en skaldrviird funktion, och C #r en kurva med parametrisering
7 : [a,b] — R3, vi kan definiera integral kurvlingdt (baglingdt):

b b
/C f(y, 2)ds = / 7 ()7 (8)|dt = / F (), (), 2(0) VT D2 + 5 (O + 2/ (02t



Kurvintegral: vektor

Om f > 0, integralen ovan betyder arean av ett staket med héjd f. Kan ocksa tédnka
om integralen som massan av kurvan.

Integralen ovan beror inte pa parametrisering, och blir samma &dven med olika orien-
teringar. Beror dock pa kurvan C.

Funktionen | 7/(t)| ér oft problematisk att integrera exakt.

Om ? = (F;, F;, Fy;) beskriver kraft, och C &r en kurva med parametrisering 7 frén P
till Q, sa beskriver
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arbetet langst kurvan C. Hér T = % kallas enhetstangent. Observera att ds =
T (t
Ir'(¢)|dt, s& dT = Tds = 7 (t)dt.

Integralen ovan beror pa parametrisering bara genom orientering (eftersom T byter
tecken). Omvénd orientering ger minus tecken, dvs. om 7 ar parametrisering for C
fran @ till P, sa &r motsvarande integral
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Samma sak hénder om C &r sluten men vi byter orientering.

For en sluten kurva C och parametrisering 7, skrivs oft
%?d?:/?d?
C c

Cirkelsymbol bara visar snabbt att vi har en sluten kurva (hégra integralen ar ocksa
absolut korrekt).

Om vektorféltet F = V¢ ar konservativ, sa beror
[T a7 =@ - o)
inte pa kurvan C, bara om de &ndpunkter P och @ (och deras ordning; om C’ &r en

kurva parametriserad fran @ till P, sa far vi ¢(P) — ¢(Q)). Beviset ar en ganska enkel
tillampning av kedjeregeln.

Fran foregaende resultat det foljer att om F ar konservativ, sa har vi
%?d?
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for alla slutna kurvor C.



