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1 Forsta och andragrads ytor i rummet

1.1 Forsta grad

En forstagrads ekvation av tva variabler ges av ax + by = ¢, vilket &r en linje
i planet. En forstagrads ekvation av tre variabler ges av ax + by + cz = d <
a(x — x0) + by — yo) + ¢(z — z9) = 0, vilket &r ett plan i rummet.

1.2 Andragradskurvor

Nivakurvorna till andragradspolynom i x och y kallas andragradskurvor. Har
foljer nagra exempel.

1. Cirkel: (z —x0)? + (y — y0)? =72

2. Ellips: (w_a‘go)Q + (y—bgo)2 -1

3. Parabel: y = 22, 2 = />

4. Hyperbel: (w;§°)2 - (y;ZO)Z =1

1.3 Andragradsytor

Hér foljer nagra exempel pa andragradsytor.
1. Sfar: 22 +y? + 22 =2
. . 2 2 2
Elipsoid: &3 + 43 + &% =1
2. Cylinder: 22 4+ y? = r2 (z ir en fri variabel)

3. Kon: 22 = (2% + y?)
4. Paraboloid: z = c¢?(z% + 4?)

2 Reellvard Funktion

Definition: Lat D C R™, ddr n € N. En funktion f : D — R" kallas fér en
reellvard funktion av n reella variabler.
Notation: f: D CR"™ = R, (21,...,2,) = f(z1,...,2).

3 Partiella derivator
Definition: Lat D CR™, f : D — R och 14t a = (aq,...,a,) € D.

% = lim w, dar {ey,...,e,} ar standardbasen fér R™.
e h—0



4 Definition av differentierbarhet i en variabel

Lat f: D — R diar D C R och a € D. Funktionen f ségs vara differentierbar
i punkten a om

(i) @ &r en inre punkt i f:s definitionsméngd, dar det finns en omgivning N
av noll sddan att a + h € D,Vh € N.

(ii) 3A € R och en funktion p : N — R saddana att
VYhe N: fla+h)— f(a) = Ah + hp(h)

och }lll_% p(h) =0.

5 Definition av differentierbarhet i tva variabler

Lat f : D — Rdir D C R? och (a,b) € D. Funktionen f siigs vara differentierbar
i(a,b) om

(i) det finns en omgivning N av (0,0) sidana att

(a+h,b+k) € D,V(h, k) € N.

(ii) det finns konstanter A;, A2 € R och en funktion p : N — R sadan att
p(h,k) — 0da (h,k) — (0,0), Y(h,k) € N :

fla+h,b+k)— f(a,b) = Ath + Ask + V h% + k2p(h, k).
5.1 Sats 2.2.2

Lat A, Ay och f vara som ovan, d& géller

Al = fa:(a’b)
A2 = fy(a,b)

6 Generalisering till godtyckligt antal variabler
Definition: Lat D C R™ vara en 6ppen méngd och (ai,...,a,) € D. En funk-

tion f : D — R séigs vara differentierbar i punkten (aj,...,a,) om det finns
konstanter Aj,..., A, € R och det finns en funktion p(hq,...,h,) s.a.

f(a1+h1, ey an—l—hn)—f(al, ey an) = A1h1+. . +Anhn+\/ h? + ...+ h%p(hl, .

dar p(h1,...,hp) — 0da (hy,...,hy) — (0,...,0).
Foljande satser kan dven generaliseras till R™

1. Sats: f differentierbar — f kontinuerlig (se avsnitt @]nedan.)
2. Sats: A; = %(a1,~~,an)~

3. Sats: f € CY(D) — f differentierbar (se avsnitt [8.1| nedan.)



7 Geometrisk tolkning av differentierbarhet
For en funktion av tva variabler &r:
fla+hb+k)— fa,b) = hf.(a,b) +kfy(a,b) + Vh2 + k2p(h,k) (1)

Rent allmént: 2 = f(x,y) definerar nagon yta i R®. Baspunkt (a,b): g till
grafen z = f(a,b) vilket ger en baspunkt pa grafen

(a,b, £(,5)) = (@0, 3o, 20)-
Nérliggande punkt (a + h,b + k) ger pa grafen
(a+h,b+k, fla+h,b+k)) = (x,y,2).
Allting insatt i (1)) ger
z— 29 = fz(a,b)(x — zo) + fy(a,b)(y — yo) + felterm.
Fran detta fas en approximation till f:s graf i baspunkten till
7 — 20 = fa(a,0)(x — x0) + fy(a,0)(y — yo)-

Detta kallas for tangentplanet till f:s graf i punkten (a,b, f(a,b)).

8 Klassen C!

I praktiken dr det krangligt att anvinda definitionen av differentierbarhet for
att verifiera att en funktion &r en differentierbar funktion. For att underlétta
anvander vi oss av foljande definition:

Definition: Lat f vara definierad i en 6ppen mangd D C R™. Vi sdger att f
ar av klass C1, eller att f tillhér C*(D), om f #r partiellt deriverbar och om
alla de partiella derivatorna fy,,..., fz, &r kontinuerliga i D.

For att anvinda definitionen av klassen C' presenterar vi nu denna sats:

8.1 Sats 2.2.3

Lat D C R™ vara en 6ppen mingd. Om f € C1(D) sa ér f differentierbar i hela
D.

9 Differentierbarhet medfor kontinuitet (Sats: 2.2.1)

Om f: D — R, D CR" &r differentierbar i en inre punkt a = (a1,...,a,) € D
s& ar f kontinuerlig i a. Enligt definitionen av att en funktion &r differentierbar
ia. fla+h)— f(a) — 0, dad h — 0. Vilket precis betyder att f ar kontinuerlig
ia.



10 Definition av gradient

Definition: Gradienten till f i punkten a &r vektorn av dess partiella derivator
iadvs.

aad(f)(@) = V(@) = (5@ @)

Sa f ar differentierbar i € = @ om

fla+h)—f(a)=Vf(a) h+|h[p(h).
Dar p(h) - 0da h — 0.

11 Definition av riktningsderivata

Definition: Lat D C R"™ vara en 6ppen méngd, a € D och 4 vara en enhetsvek-
tor. Riktningsderivatan till f i punkten & = a och i riktning @ ges av

of fla+ha) — f(a)

L @) = fula) = Jim :

11.1 Sats: 2.4.6

Om f &r differentierbar i * = a sa ér f,(a) = Vf(a) - 4.

11.1.1 Konsekvenser

Enligt skaldr produktens definition &r

v1 - V2 = [|v1]|[Jvz] cosd

ful@) =V f(a)-a
= ||V f(a)]|||@|| cos(vinkeln mellan riktningen och gradienten)
(

= ||V f(a)|| cos(vinkeln mellan riktningen och gradienten),
eftersom @ &r en enhetsvektor och dirmed per definition sé |4 = 1.

e Slutsats 1. Funktionens lutning &r storst i gradienten riktning.

e Slutsats 2. Funktionens lutning &r minst (dvs. storst negativ) i motsatt
riktning till gradienten.

e Slutsats 3. f behéller ett konstant virde om du gar ortogonalt mot gradi-
enten. (Sats 8)



12 Sats 2.4.8

Lat f(z1,...,x,) vara en differentierbar funktion av n variabler och lat a =
(a1,...,a,) vara en punkt pa niva(hyper)ytan f(z1...,z,) = ¢,
dvs f(ai,...,a,) =c.

Om Vf(a) # 0, da giller att V f(a) dr en normalvektor till tangent(hyper)planet
till nivahyperytan i punkten a.

13 Kedjeregeln

Kedjeregeln for derivering av sammansatta funktioner.
Vi bygger upp kedjeregeln i fyra steg varav de tre forsta kommer att tas upp
hér.

13.1 Steg 1

Kedjeregeln i envariabelsanalysen sédger att om f, g ar differentierbara funktioner
av en variabel, da dr sammanséttningen f o g ocksa differentierbar och

(fog)(t)=f"(g(t)d ().

Det foljer direkt att om f &r en differentierbar funktion av en variabel och
g(z1,...,2,) ar en differentierbar funktion av ett godtyckligt antal variabler
galler att sammanséttningen f o g ar en differentierbar funktion av n variabler
och

0 0
g (09 =F(g(er, o wn)) - 5

Detta &r en direkt konsekvens av definitionen av partiell derivata och kedje-
regeln fran envariabelsanalysen.

13.2 Steg 2 (sats 2.3.4)

Lat f vara ett differentierbar funktion av n st variabler och lat g1, ..., g, varan
st differentierbara funktioner av en variabel (¢). Da giller att sammanséttningen
flg1(t),...,gn(t)) ar en differentierbar funktion av ¢ och

G0 m0) =3 T 00, 00)- G

1=

eller med vektornotation g = (g1(t), ..., g,(t)) da

< Hla(t) = VI(a(t) (1)



13.3 Steg 3

Lat f vara en differntierbar funktion av m st variabler och lat g1, ..., g, varam
st differentierbara funktioner av n st variabler. D& géller att sammansattningen
flgi(ty, . stn), ooy gm(t1, ..., ty,)) ar en differentierbar funktion av tq,...,t,
och

0
at;

- f 0g;
ty ey tn)s e gm(te, ..t E = (g1(t1, s tn)s ey Gm(te, .o tn)-
(91(t1 ) gm(t1 < 6 (91(t1 ) gm(t1 )8ti

14 Hogre ordnings partiella derivator

Notation: Lat D C R"™ vara en Oppen méingd och k € Z s.a. k > 1. Da &r
CF(D) = {f : D — R|Alla f:s partiella derivator av ordning upp till k& &r kontinuerliga funktioner i D}.

14.1 Sats 2.5.9

Om f € C¥(D) — ordningen spelar ingen roll i en partiell derivata av ordning
upp till &.
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