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1 Partiell deriverbarhet
Definition: Lat f : D — R dir DC R2?och(a,b) € D. Om griinsvirdet

lim f(a+hab) _f(aab)
h—0 h

(1)
existerar sa sidgs funktionen f vara partiellt deriverbar.

Mer allman defintion: Lat a vara en inre punkt i definitionsméngden D till funktionen f av n
variabler. D& kan den partiella derivatan med avseende pa variabeln z; i punkten a betecknas:

limy, 0 w Dér {ey, ..., e, } dr standardbas for R™.

Med avseende pa x kan man beteckna den partiella derivatan g—x(a, b) eller f.(a,b). For att rikna
ut den partiella derivatan av en funktion behandlar man alla variabler som konstanter férutom den

variabel med deriverar med avseende pa, som deriverar pa vanligt vis.

Ezxzempel 1:

9 9
fla,y) =ay?, 5L =2, G =20y,

Ezempel 2:
Observera foljande ickekontinuerliga funktion,

foy) = | wisa) £ 00)
0 nér(z,y) = (0,0).
Observera griansvardet av funktionen nér (x,y) — (0,0), genom att gora varaibelbyte till poldra

koordinater. Man far d& att @ = rcos(#) och y = rsin(f), ddr r — 0. Grénsvirdet kan dérmed

skrivas som
r2cos(0)sin(0)

50 72 (cos?(0) + sin2(0))"

Anviind vidare att cos?(0) + sin?(f) = 1 och att formeln fér dubbla vinkeln for sinus kan skrivas
som sin(260) = 2sin(f)cos(0),

(2)

lim cos(0)sin ()
r—0 1

: (3)



lim sin(20) .
r—0 2

(4)

Nér r — 0 &r funktionen ej kontinuerlig ty € [0, 27]. Denna funktion &r partiellt deriverbar i varje
punkt, vilket visar att det finns partiellt deriverbara funktioner som inte &r kontinuerliga. Detta
exempel tyder pa att partiell deriverbarhet inte ar en helt lamplig flerdimensionell motsvarighet till
deriverbarhet for funktioner med en variabel. Detta leder oss till differentierbarhet.

2 Differentierbarhet

Definition i tvd variabler:
Lat f: D — R didr DC R?, (a,b) € D. Da ir f differentierbar i (a,b) om

1. 3 en omgivning N av (0,0) s.a. (a +h,b+k) € D V(h, k) € N.
2. Jkonstant Ay, A2 € R och en funktion p: N — Rs.a. p(h,k) — 0da (h,k) — (0,0) Vh,k, e N
Ekvationen for differentierbarhet kallas for linjariseringsformeln och kan skrivas

fla+h,b+k)— f(a,b) = Ath + Ask + p(h, k) h? + k? (5)

Man kan séga att differentierbarhet ar ett generelliserat begrepp av deriverbarhet for flera vari-
abler. Enligt ekvationen for differentierbarhet och sats 2.2.3, kan man notera att partiell deriver-
barhet anvands vid differentierbarhet, med skillnad att det vid differentierbarhet finns en restterm
p(h, k)vVh? 4+ k? som maste gd mot noll da (h,k) — (0,0). Det ar denna del av ekvationen som
visar pa skillnaden att en differentierbar funktion méaste vara kontinuerlig, medan det finns icke-
kontinuerliga funktioner som &r partiellt deriverbara. Man kan dirav notera att differentierbarhet
dr en lamplig motsvarighet till deriverbarhet i flera variabler och att partiell deriverbarhet anvéinds
som ett hjalpmedel till detta.

3 Satser om differentierbarhet

I f6ljande avsnitt presenteras tre satser om differentierbarhet.

3.1 Sats 2.2.1
Om f: D — R dir D C R? ir differentierbar i punkten (a,b) s& ér f kontinuerlig i (a,b).

3.2 Sats 2.2.2
I linjériseringsformeln, ekvation |5} géller att A; = f,(a,b) och Ay = f,(a,b)

3.3 Sats 2.2.3
Lat D C R? vara en 6ppen mingd. Om fC’(D) sa dr f differentierbar i hela D.



4 Avgora om en funktion f ar differentierbar

For att avgora om en funktion f &r differentierbar behovs det:
1. Verifieras att f, och f, existerar och ar kontinuerliga i definitionsméangden.
2. Goéras en ansattning, exempelvis nar n=2:
gy = Lt b R) = f(0) — b fufo,h) — k- fy(0.D)
’ VhZ F k2

3. och till sist verifieras att limp, 1y—, (0,0) p(h, k) =0

5 Geometrisk tolkning av differentierbarhet i tva variabler

Allmiint giller att en funktion av tva variabler Z = f(x,y) definierar nagon yta i R3. Ifall funktionen
f(z,y) ar differentierbar i en baspunkt (a,b) i zy-planet, innebér detta geometriskt att det finns
ett tangentplan i punkten (a,b, f(a,b)) sddan att lutningen pa tangentplanet dr densamma som
lutningen pa ytan, se figur 1]
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Figur 1: Paraboloid med tangentplan

6 Tangentplanets ekvation

I planet ar ytor av forsta graden linjer och skrivs enligt formeln ax + by = ¢. I rummet kallas de
istéllet for plan och skrivs enligt formeln az + by +cz = d <= a(x —2,) + by — yo) + ¢(z — 2,) = d.
Ytor av andra grad kan istéllet definieras som méngden 16sningar till ett kvadratiskt polynom.
Typiska exempel pa andragradsytor ar sfirer, cylindrar, koner, paraboloider och hyperboloider.



Andragradsytor kan approximeras i en baspunkt (a,b) genom att bestdmma ett tangentplan till
ytan Z = f(z,y). Baspunkten pa grafen i R® kan da betecknas: (a,b, f(a,b)) = (z0,0,20). Tag
sedan en nérliggande punkt pa ytan (a+h, b+k) vilken d& kan betecknas (a+h, b+k, f(a+h,b+k)) =
(z,y, z). Inséttning i linjiriseringsformeln ger en approximation till f:s graf i baspunkten (a,b):

z— 20 = fa(a,0)(z — x0) + fy(a,0)(y — yo) (7)
Detta kallas tangentplanet till f:s graf i punkten (a,b, f(a,b)).

7 Linjarisering av differentierbara funktioner i vektorform

Metoden for att linjérisera en differentierbar funktion i tva variabler kan generaliseras till att gélla
for ett godtyckligt antal variabler. Enligt sats 2.2.3 sa kan en linjérisering i tva funktioner goras i
tva steg enligt:

fla+h,b+k)— f(a,b)=[fla+h,b+k)— fla+hb)]+[f(a+hb) — fla,b)] =
=kfy(a+h,b) + kpi(h, k) + hfz(a,b) + hpa(h, k)

Detta kan geometriskt tolkas som att dela upp vektorn fran (a,b) till (a+h,b+k) i tva steg. Ett
steg langs x-axeln och ett steg lings y-axeln. Slutligen introducerar vi en felterm ps(h, k) som gar
mot noll da (h, k) — (0,0). Detta gor vi sa att vi kan skriva om fy(a + h,b) till f,(a,b). Kvar far
vi uttrycket.

f(a + h7b + k) - f(aa b) = kfy(aa b) + hfﬂc(a7b) + kpl(hv k) + hpQ(hv k) + hpS(h; k) (8)

p1(hk)+hps (k) +hps (h k)
h2+k2

ar bada mindre &n ett. Feltermens Gvre grians ér saledes pi(h, k) +

For att visa att feltermen gar mot noll skriver vi p(h, k) = och noterar att

kvoterna \/h2h+k2 och hf+k2
p2(h, k) + p3(h, k) vilket gar mot noll d& (h, k) — (0,0). Dessa steg ar generella och kan upprepas
for varje variabel vi lagger till genom att dela upp uttrycket for vektorn lings varje axel for sig
och anvinda linjariseringsformeln for tva variabler. Darfor kan vi skriva en generell vektorform av
linjériseringsformeln. Vi bendmner @ = (ay, ..., a,) och h = (h1, ..., hy) och skriver linjériserings-
formeln enligt:

f(a1 + h17 ceey Qg + hn) — f(al, ...,an) = A1h1 + Anhn + \/h% + h%p(hl, ceey hn) (9)

Dar p(hq, ..., h,) — 0da h—0och 4; = g—i(al, .oy @p). Vektorn av funktionens partiella derivator
i @ kallas for gradient och skrivs:

15}
grad(f)o) = V@) = 5-(@) (10)
Vektorformen blir da: . L
f(@+h)— f(@)=Vf@a): h+|hlp(h) (11)

Dir p(h) — 0 da h — 0



8 Riktningsderivator

For att underldtta forstaelsen for vad en riktningsderivata &r kan man tdnka pa det som en partiell
derivata i helt godtycklig riktning, alltsé inte nddvéndigtvis ldngs en koordinataxel. Genom att
infora enhetsvektorn @ € R™ kan denna riktning fran punkten @ entydigt bestdmmas. Nu har vi
verktygen for att definera riktningsderivator.

8.1 Defenition av riktningsderivata

Lat D C R™ vara en 6ppen méngd, @ € D vara en punkt och 4 en enhetsvektor i godtycklig riktning.
Da géller att riktningsderivatan till f(Z) i punkten & = @ och i riktning 4 ges av ekvationen,

) f@+he) - f@

<-(d) = lim = fu(@) (12)

ou Jimy h

Observera att det dr viktigt att @ &r en enhetsvektor och ddrmed har lingden 1 da det dr h som
ska markera léngden medan 7 endast markerar riktning.

8.2 Sats 2.4.6

D4 defenitionen for riktningsderivata kan vara omstéandig att anvanda vid berdkningar ar Sats 2.4.6
mycket anvindbar.

Om f(&) ar en differentierbar funktion i punkten ¥ = a géller,
ful@) =V f(a)-a (13)

Vid nédrmare betraktelse av kan tre anvindbara foljder hirledas. Eftersom skaldrprodukten
av tva vektorer defineras som langden av de tva vektorerna multiplicerat med cosinus av vinkeln
mellan dem inses i detta fall att riktningsderivatan i punkten @ och riktning @ aldrig kan bli storre
dn gradienten av f i punkten @. Mer exakt &r riktningsderivatan i en punkt a@ alltid som storst i
gradientens riktning och alltid lika med gradienten. Analogt &r riktningsderivatan som minst, eller
storst negativ, i motsatt riktning mot gradienten. Avslutningsvis &r riktningsderivatan lika med
noll d& 4 ar ortogonalt riktad mot gradienten. Cosinus av vinkeln &r da noll och funktionens virde
dr konstant i denna riktning.

9 Geometrisk tolkning av gradient och nivaytor

Gradientens defenition dr sedan tidigare given, och gradienten har anvéints for att utfora berdkning
av exemplevis riktningsderivata. Nu skall dess geometriska betydelse tolkas.

Forst analyseras gradienten hos en funktion av tva variabler. I punkten (a,b) p& nivakurvan
f(z,y) = C géller att f(a,b) = C. Parametrisera nivikurvan genom att sétta x = z(t) och y = y(t).
Da géller att f(x(t),y(t)) = C. Derivatan med avseende pa t &r alltsd 0. Men derivatan i punkten
(a,b) som kan skrivas (z(to),y(to)) ar ocksa gradienten av f skaldrmultiplicerat med derivatan av
x(tog) och y(tg). Alltsa,

Vf(a, b) : (xl(t0)7 y/(tO)) =0. (14)



Detta betyder att sa ldnge grad f(a,b) €] ar lika med 0 &r gradienten i (a, b) ortogonal mot nivakur-
vans tangent i (a,b). Det visar sig att detta géller pa4 motsvarande sitt i fler variabler. Detta
formuleras i sats 2.4.8.

9.1 Sats 2.4.8

Lat f(x1,...,x,) vara en differentierbar funktion av n variabler och lat @ = (a4, ...,a,) vara en
punkt pa niva(hyper)ytan f(zq,...,z,) = C. Da giller att gradienten V f(d) &r en normalvetktor
till tangent (hyper)planet till niva(hyper)ytan i punkten a.

9.2 Relationen mellan funktionsytor och nivaytor

Z = f(x,y) ar funktionsytan till en funktion av tva variabler. Men, en funktionsyta kan ocksa
uppfattas som en niviyta. Genom att sitta g(z,y,2) = f(x,y) — z ges nivaytan till g(z,y,2z) =0
av z = f(z,y). Da blir grad g = (fs, fy, —1) och tangentplanets ekvation i punkten (a,b, f(a,b))
pa nivaytan,

fa(a;b)(x —a) + fy(a,0)(y = b) + (=1)(z = f(a,)) = 0. (15)

10 Kedjeregeln

I envariabelsanalys sa séger kedjeregeln att om funktionerna f, g &r differentierbara, sa ar samman-
siattningen fo g differentierbar och

d
21/ 9®) = f(9() - g'(1). (16)
En direkt foljd av och definitionen av partiell derivata &r att om f &r en funktion av en variabel
samt av klassen C! och g(x) = g(z1,--- ,x,) sa giller det att fo g &r en funktion av klassen C! och
S (fo9) = F(96) - L= 1o (1)
Vi skall nu lata f vara en differentierbar funktion av n st variabler samt g1, -- , g, vara n st funk-
tioner av en variabel t. D4 géller det att sammansattningen f(g1(t),- - , gn(t)) ar en differentierbar
funktion och
d dgi
il £, .q, Yy gn(t)) - =2 18
(1), gn(t Zaxl g1 (t (1) (18)
vilket med vektornotation kan skrivas om till
d
5/ 81) =Vi(g) &) (19)

11 Partiella derivatorer av hogre ordning

Nér derviering partiellt flera ganger gors sa kan ordningen av variabel spela roll. Derivering med
avseende pa x tva ganger foljt pa varandra sa anvénds notationen f,, och pa liknande sitt for y. 1
vissa fall s& behover inte ordningen spela nagon roll, det finns sddana funktioner dér f,, = fy..



11.1 Sats 2.4.9

Om f € C*(D) = Ordningen spelar ingen roll i en partielld derivata av ordning < k diar D C R"
ar en 6ppen méangd och k &r ett heltal.
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