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1 Introduktion

Sammanstéllning av foreldsningar i flervariabelanalys ldsvecka 2. Under veckan
borjade vi med fortsattning av deriverbarhet i flera variabler som foljdes av Tay-
lorpolynom och Taylors sats i flera variabler vilket fortsatte i kritiska/stationédra
punkter och klassificering av dessa. Efter det gick vi in pa vektorvirda funktioner
och avslutade veckan med variabelbyten.

2 Differentierbarhet

Sats 2.3.4

Om f(x1,...,x,) &r en funktion av n variabler och g; (t),...,gn(¢) ar n st funktioner
av en variabel och om alla dessa ér differentierbara foljer att f(g1(t),...,gn(t))
ar en differentierbar funktion av en variabel, t.

Derivatan for denna funktion ar da

%f(gl(t),...,gn(t)) = ; gi_ (91 (), 59n (1)) - Cig; (1)

Beviset for denna sats gors genom att ansitta F'(t) = f(g1(t),...,gn(t)) och

F(a+h)—F(a)
h

visa att F'(a) = limp_,0 existerar och &r lika med

> L 1@ on(@) - 2 a) ©)
i=1 "




Sats 2.5.9

Lit D C R2, vara en 6ppen méngd, dir f € C?(D) och (a,b) € D. D4 giller

att fry(a,b) = fyz(a,b).
Beviset for denna sats gors m.h.a. medelvirdessatsen fran envariabelanalys
som sdger att om funktionen ¢(x) &r kontinuerlig pa ett intervall [a,(] och

differentierbar pa («,8), da 3 v € (a,8) s.a p(8) — p(a) = (B8 —a) - ¢'(v).

3 Taylorpolynom

Taylors sats for en variabel
Lat m > 0, D C R vara en éppen mingd, f € C™Y(D) och a € D. D4 giller
for varje x € D, att

)
(m+1)!

Z (@ —a)™*! (3)

7=0

:r—a +

for nagot £ = &(z) € (a,x).
Vi sitter h = x — a, dér idén ar att ha h sa litet som mojligt. Da kan vi
skriva ut ovanstaende formel pa foljande sétt

a+h)= Zf B + O(h**1) (4)

diar O(h**1) dr Taylorutvecklingens felterm.
Det ar sdllan man skriver ut Taylorutvecklingen av hogre grad an 2, dvs.

2

m=2:  fla+h)=fa)+ fla)-htfa)- ot

-+ O(h?). (5)

Taylors sats for tva variabler

L&t D C R? vara en 6ppen méngd, (a,b) € D och f € C™Y(D). Vilj (h, k)
sd litet s& att bollen av radie v h2 + k? kring (a,b) ligger inom D. Vi betraktar
a,b, h, k som fixt och definierar en funktion F'(¢) enligt

F(t) = fla+thb+tk), —1<t<1. (6)

Med hjalp av kedjeregeln far vi féljande

0= (02 41l
F(t)(haerkay fla+th,b+tk). (7)
F'(t) = h2a—2+2hk o + k%= o fla+th,b+tk), m>2  (8)
T\ a2 dxdy y? ’ T



Satt t = 1. Inséttning i Taylors formel ger oss

m+1
9 2]
(n +r3)

(m+1)!

m (h2 12
flathprk) =Y ("],d”)f

=0

flat+&h,b+Ek) T € (0,1).
(9)

Taylorutvecklingen av grad 2, som &r det viktigaste fallet skriver vi pa féljande
satt

(a,b)+

3
2

f(a+h,b+k) = f(a.b)+[hf(ab) + k fy(a,b)]—k% (B2 fra(a,b) + 2hk foy(a,b) + k2 fyy (a,b)] +O((R*+K%)2).

(10)
Taylorutveckling for ett godtyckligt antal variabler
Satt h = (hy,....hn), a = (a1,...,an), V = (6,—‘31,..., %n). Taylorutvecklingen kan
skrivas som pa formeln innan
fla+hy =3 BV ) ogmym), (11)
= 7

4 Kritiska/Stationdra punkter

Kritiska punkter

En kritisk och stationdr punkt dr samma sak, vi kommer endast att kalla det
for kritisk punkt. En kritisk punkt definieras genom att man later en funk-
tion f(z1,...,xy) vara en differentierbar funktion av n variabler. Punkten a =
(a,...,a,) sigs vara en kritisk punkt till f om

0f(a)
axi

—0Vi=1,..n (12)

det vill siga att V f(a) = 0. Dessutom definierar vi lokala extrempunkter genom
att lata D C R”™ vara en 6ppen méngd, f : D — R och a € D. f sdgs ha ett
lokalt maximum i x = a om 3§ > 0 sa att

b <é= fla+h)<f(a) (13)
och f séigs ha ett lokalt minimum i x =a om 3§ > 0 sa att
bl <d = fa+h)> f(a). (14)

Om f &r differentierbar sa géller att varje lokal extrempunkt &r en kritisk punkt.



Klassificering av kritiska punkter

For att klassificera kritiska punkter behéver vi Taylorutvecklingen av andra
ordningen fér en funktion s 14t D C R?, (a,b) € D, f € C3(D). Om (a,b) ér en
kritisk punkt =

flathbtk)—f(ab) = % [12 faa(00) + 20k fry (a,b) + K2 fyy (a,0)] +O((h7+52)?).
(15)
Sitt da:

1 1 1
A= gfm(mb), B = ifmy(a,b), C= ifyy(a,b). (16)
D4 kan vi definiera binir kvadratisk form. En funktion Q : R? — R p& formen

Q(z,y) = Ax? + 2Bxy + Cy? dir A,B,C € R kallas for binir kvadratisk form.

5 typer av binir kvadratisk form
1. Positivt definit om Q(x,y) > 0 V(z,y) # (0,0)
2. Negativt definit om Q(z,y) < 0 V(z,y) # (0,0)

3. Indefinit om 3 (z1,y1) sd att Q(x1,y1) > 0 och 3 (x2,y2) sé att Q(z2,y2) <
0

4. Positivt semidefinit om Q(z,y) > 0V (x,y) och 3 (z1,y1) # (0,0) s att
Qz1,y1) =0

5. Negativt semidefinit om Q(z,y) < 0V (z,y) och 3 (z1,51) # (0,0) sd att
Qz1,y1) =0

Sats 1

For formen pa @ ovan géller:
1. AC — B% >0 och A > 0= Q positivt definit.
2. AC — B? > 0 och A < 0 = Q negativt definit.
3. AC — B? <0 = Q indefinit.
4. AC — B? = 0 = @ semidefinit.

For att bevisa sats 1 later vi A # 0 sa kan den binéra kvadratiska formen skrivas

om till: )
B AWE

Om AC — B? > 0 = uttrycket alltid positivt p.g.a. kvadraterna. Bevisar (1)
och (2).
Om AC — B? < 0 = uttrycket kan vara bade positivt och negativt. Bevisar (3)

Qzy)=A (17)




i fallet A # 0.

Om AC —B? <0ochom A =C =054 ir AC — B2 = —B? = icke-negativt da
B = 0. Annars blir Q(x,y) = 2Bxy = @ kan vara bade positivt och negativt =
(3) bevisad &ven for fallet A = 0.

Sats 2

Lat D C R? vara en 6ppen mingd, f € C3(D) och (a,b) € D vara en stationir
punkt till f. Da géller:

1. feafyy — f§y|(a,b) > 0 och fez|(ap) > 0= (a,b) ér lokalt minimum.
2. fuafyy = [2)l(ap) > 0 0ch farlap) < 0= (a,b) &r lokalt maximum.
3. fawfyy — f3y|(a,b) < 0= (a,b) ar en sadelpunkt.

For att rdkna pa D C R™ s& anviands matriser med motiveringen:

A B

M:{B C

] = det(M) = AC — B? (18)

5 Vektorvarda funktioner

Definition av vektorvarda funktioner

Lat m,n € N. En funktion F : R® — R™ kallas for en vektorvird funktion av n
variabler.

I Fl(xl,...xn)
F:| | — ' (19)
Ty F(z1,.--20)

Funktionen F sdgs vara differentierbar om varje F; dr det. Om varje F; &r
differentierbar = 3 for varje ¢ en funktion p; s.a.

Fi(a+h) = Fi(a) + VF;(a) - h + ||h||p;(h) (20)

dér p;(h) - 0da h — 0.
Om man ténker sig att man ”staplar” funktionerna F; pa varandra sa far

F(a+ h) = F(a) + DF(a)  h + |[h||p(h) (21)

p1(h)
dar p = ' — 0da h — 0. DF(a) kallas funktionalmatrisen till F i

pm(h)
punkten a och ar en m x n matris dar det (¢,7):te elementet ar gf? (a)
J




Kedjeregeln for en sammansittning av vektorvarda funk-
tioner

Lat G : R™ — R™ vara en vektorvird funktion som tar en vektor x = (x1,...,2,)
och F : R™ — RP. D& blir sammanséttningen

FoG:R" - RP (22)
x »F(G(x))

Sats

Om G och F ér differentierbara i en punkt a, respektive G(a) = Fo G
differentierbar i punkten a och dess funktionalmatris blir

D(F o G)(a) = DF(G(a)) * DG(a) (23)

med respektive storlek p x n, p x m och m x n.

Bevis

D(F o G)(a) ar per definition den p x n matris vars (7,7):te element &r

A(F o G); )

G (@) = 5 (G0 (@) (24

och med hjélp av kedjeregeln kan det skrivas som

> S (Ga) S @) (25)
k=1 7

och detta kan uttryckt i funktionalmatrisernas element ses som

Y _(DF(G(a)))ix(DG(a))k; (26)

k=1

och skrivs det slutligen om med hjélp av matrismultiplikation far vi det énskade
resultatet
(DF(G(a)) * (DG(a)))i; (27)

O

6 Variabelbyten

Lat F : R™ — R™ dir x — F(x).
F maste vara injektiv for godként variabelbyte.



Sats 3.3.2

Lat y = F(x) vara en C''-funktion frdn R™ till R" och a en punkt i definitions-
méngden si att det(DF(a)) # 0. D4 finns det 6ppna omgivningar till U och V
avaresp b =F(a) s att F : U — V ir bijektiv och dess invers F~1 : V — U
ocksd dr en C!-funktion.

Exempel: Cartesiska <— Polira koordinater i R?

() — (r,0)
Hér ser vi hur man beskriver Cartesiska med hjélp av poldra och vice versa.

r = /(22 4+ y2), 0 = arctan(y/x) ‘ x =r-cos(f), y=r-sin(h)
F(z,y) = (v/22 + y2, arctan(y/z)) ‘ F~1(r,0) = (r- cos(f),r - sin(h))

Funktionalmatrisen blir da:

DF =

LI
HERTS
| I
—~
©
oo
N

OF,  0F, z Y
Ox 8# _ \/z2+y2 \/r2+y2 _ |:
OF} - —y T -

OF, 9k
ox oy z2+y? 22+y2

Determinanten av DF blir da

w"_'

det(DF) = — (2° +y*) = % #0dar#0. (29)

r
Det vill siga att det(DF # 0) utanfor (0,0). Sats 3.3.2 séger att vi har ett
godkéant variabelbyte utifran (0,0) vilket stdémmer. utanfor (0,0).
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