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1 Forelasning 1

Det forsta som gjordes ldsvecka tva var att bevisa en del av kedjeregeln, sats

2.3.4 i boken Analys i flera variabler [1]. Den lyder pé foljande sétt.

1.1 Kedjeregeln

Sats 2.3.4 (Kedjeregeln) Ldat f(x1,...,z,) vara en differentier-
bar funktion av n wvariabler och g1(t),...,gn(t) n stycken differenti-
erbara funktioner av en wvariabel. Da gdller det att sammansdtiningen
flg1(t),...,gn(t)) dr en differentierbar funktion av en variabel och dess

derivata ges utav

L@ (D) 9 (1)) = > A 0oty 2

eller med vektornotation,

4 (a(t) = V1(a(0) &),

dir g(t) = (91(1), ., gn(t)) och g'(t) = (91(1), -, 95, (1))-

For att bevisa foljande sats studerar man differanskvoten,

flg(t+h) — f(g)
h b

da h — 0. Har kan man skriva om téljaren genom att anvinda att f &r en
differentierbar funktion. Sedan kan man anvéinda samma villkor fér g och efter
férenkling kommer man att ha det som star i satsen och en restterm som gar

mot 0 da h — 0.



1.2 Ordningen pa derivation spelar ingen roll

Vidare sa behandlades sats 2.5.9 om partiell derivering och huruvida ordningen

i vilken variablerna deriveras i spelar roll. Satsen formuleras pa féljande sétt.

Sats 2.5.9. Ldt D C R wara en dppen mingd, f € C%(D), och (a,b) €
D. Da gdller att

DTy = OF
Oxdy @0 = Oydx

(a,b).

Satsen séger att ordningen man deriverar en funktions partiella derivator i inte
spelar nagon roll, det vill sdga att om man ska berdkna f,, spelar det ingen roll
om man borjar med att derivera med avseende pa x eller y. Eftersom det for de
flesta “vanliga” funktioner #r trivialt att avgéra huruvida de &r C?-funktioner
anviands denna sats vanligtvis mycket flitigt utan hanvisning.

Beviset for satsen infor tva funktioner av en variabel, F(z) = f(x,b +
h) — f(x,b) och G(y) = f(a + h,y) — f(a,y). Har giller det att notera att
F(a+ h) — F(a) = G(b+ h) — G(b). Sedan anvinds medlevirdesssatsen fran

envariabelanalysen tva ganger pa denna ekvation.

2 Forelasning 2

Foreldsning 2 behandlade lokala undersékningar av reellvirda funktioner av flera
variabler. Vi bérjar med att ge definitionen for kritiska punkter och extrempunk-

ter.



2.1 Stationira punkter

Definition. Lat f(z1,...,z,) vara en differentierbar funktion av n va-
riabler. Punkten a = (ay, ..., a,,) ségs vara en kritisk/stationéar punkt

till f om,
of
6@

(a)=0, Vi=1,..,n.

Eller om man foredrar V f(a) = 0.

En stationdr punkt kan antingen vara ett maximum, ett minimum eller en sa-

delpunkt. Definitionen av ett strikt lokalt maximum lyder som,

Definition. Lat D € R™ vara en 6ppen méingd, f: D — R, och a € D.
f ségs ha ett strikt lokalt maximum i x = a om det finns ett ¢ sa

att 0 < ||h|]| <6 = f(a+h) < f(a).

Genom att byta ut ovanstaende olikhetstecken mot >, < eller > erhalls defi-
nitionen for strikt lokalt minimum, lokalt maximum resp. lokalt minimum. Om
den stationdra punkten inte uppfyller ndgot av de ovanstaende villkoren kallas
den for en sadelpunkt.

Proposition: Om f &r differentierbar dr varje lokal extrempunkt ocksa en sta-

tiondr punkt.

2.2 Taylorutveckling

I praktiken &r det svart att utifrén definitionen direkt avgéra karaktéren av en
kritisk punkt. For att kunna jamféra f(a+ h) och f(a) behover vi kiinna till
funktionen f:s lokala beteende kring punkten a. Detta leder oss till féljande

sats.



Sats (Taylorutveckling for funktioner i flera variabler)
Lat D C R™ wvara en oppen mdangd och a € D. Vilj h € R™ tillrickligt
liten for att klotet kring a med radie ||h|| ska rymmas i D. Dé gdller att

(V (V- h)m+!

(m+1)!

(e + f(a+ éh)

J

flath) =3

j=0

dar £ € (0,1)

Uttrycket (V-h) ar hir en differentialoperator som vid exponentiering utvecklas

enligt binomialsatsen. Till exempel blir (V - h)2f(a) for n = 2 lika med

9 9\2 0% %f 202 f
(h&c+k8y> Fa,8) = 1?75 (,0) + 2hk o (@) + K 7 (a,0).

Notera att den sista termen i uttrycket &r en summa av termet av typen
konstant - h*k¥ dar w4+ v = m + 1, eftersom alla (m + 1):a gradens partiel-
la derivator till f &r kontinuerliga och dirmed begrinsade i (a 4+ &h). Detta
medfor att sista termen & O([|h[™ ).

Fallet da& n = m = 2, d.v.s. Taylorutvecklingen av andra ordningen fér en

funktion i tva variabler, anvinds ofta och har en egen sats i Persson och Boiers:

Sats 2.6.10 Lt f(x,y) vara en C3-funktion i den dppna mdingden D,
och antag att punkten (a,b) tillhér D. Dd dr

fla+h,b+k) = f(a,b) + fa(a,b)h + fy(a,b)k +

%(fm(a, DYR? + 2y (a, 0)RE + fyy(a, D)%) + O((R* + k2)*'2)

Bevisidén &r att definiera en funktion F(t) = f(a + th,b+ tk) ddr 0 < ¢t < 1,

taylorutveckla F'(t) som i envariabelanalys och till sist sétta ¢ = 1.



3 Forelasning 3

Foreldsning 3 handlade om klassificering av stationéra punkter.

3.1 Klassificering av stationira punkter

Lat D C R?% (a,b) € D, f € C3(D) och antag att (a,b) fir en stationir punkt
till f. Om funktionen taylorutvecklas kring den stationéira punkten och f(a,b)

subtraheras fran vinster- och hogerledet erhalles:
1
flath,bk)= (@, b) = S[h* faz(a,b)+20k fuy (a-b)+h fyy (a, b)) +O((h*+42)*2)

Om man sétter A = fy.(a,b), B = fzy(a,b), C = fyy(a,b), kan man definiera
funktionen Q(h,k) = Ah? + 2Bhk + Ck?. Tecknet pa @ kommer att avgora
tecknet pa differensen f(a+ h,b+ k) — f(a,b) vilket i sin tur avgér om punkten
(a,b) ar ett maximum, minimum eller sadelpunkt. Funktionen @ har en véldigt

speciell form och har fatt en egen definition som lyder som,

Definition. En funktion @ : R? — R pa formen Q(z,y) = Ax? +
2Bzy + Cy?, dir A, B,C € R kallas for en binéir kvadratisk form.

Med hjalp av funktionen Q(h, k) kan man klassificera stationira punkter. Man
skiljer pa 4 olika fall som sammanfattas i tabell 1. Om @ &r positivt definit
innebédr det att Q(h,k) > 0,Y(x,y) # (0,0). Detta leder till att differensen
fla+hb+ k) — f(a,b) >0 <= (a+ h,b+ k) > f(a,b) vilket innebéar
att punkten (a,b) dr ett minimum. Om @ &r negativt definit implicerar det
av samma anledning att punkten (a,b) dr ett maximum. Om @ &r indefinit
antar funktionen bade positiva och negativa véarden vilket innebér att differensen
fla+h,b+k)— f(a,b) ocksd kan anta bade positiva och negativa virden vilket
leder till att (a,b) &r en sadelpunkt. I det sista fallet d& @ &r semi-definit kan

inget ségas om punkten (a,b).



Tabell 1: Klassificering av stationéra punkter

| ACc-B* | A ‘ Q(z,y) ‘ (a,b) ‘
>0 >0 Positivt definit Maximum
>0 <0 Negativt definit Minimum
<0 - Indefinit Sadelpunkt
=0 - Semi-definit -

4 Forelasning 4

Under foreldsning 4 pratades det om vektorvarda funktioner och linjérisering av
dessa. Vidare togs kedjeregeln upp och avslutningsvis gick vi igenom variabel-

byte.

4.1 Vektorvarda funktioner

Definition. Lat n och m vara positiva heltal. En funktion F : R® — R™

kallas for en vektorvéird funktion av n variabler. Det skrivs,

F(xy,...,2n) = (F1(21,. s Tn), e ooy Fn(T1, .-, 20)).

Definition. F sigs vara differentierbar om varje F; &r det.

4.2 Linjarisering av vektorviarda funktioner

Eftersom vi tidigare kollat pa Taylorutvecklingar och linjiriseringar av flervari-
abelsfunktioner kan det tdnkas vara anvindbart att hirleda en generell linjari-
sering for vektorvéarda funktioner ocksé.

Lat a = (aq,...,a,) och h = (hq,...h,,) vara kolonnvektorer. Eftersom varje F;

ar differentierbar finns det for varje ¢ en linjirisering till F; :

Fi(a+h) = Fi(a) + VF;(a) *h + [|h[| p;(h)



dér p; — 0 d& h — 0 for varje <. Om man staplar alla dessa linjariseringar pa

varandra i en kolonn far man
F(a+ h) =F(a) + DF(a) « h + ||h|| p(h)

dér p dr en kolonnvektor av alla restfunktioner (p; (h),..., p(h)) och p — 0,, da

h — 0,,, och DF(a) ar den m x n matris vars (i, j):te element &r gf? (a). Denna
J

matris kallas funktionalmatrisen /Jacobimatrisen av I i punkten a, och kan ses

som en kolonnvektor av alla outputfunktionernas gradienter.

4.3 Kedjeregeln

Sats (Kedjeregeln for vektorvirda funktioner) Ldt D CR™ och
UCR™ LitG : D — U och F: U — RP vara tva differentierbara
vektorvirda funktioner. Dd gdller att dven sammansdttningen F o G :
D — RP dr en differentierbar funktion och dess Jacobimatris i punkten
ae€D dr,

D(F + G)(a) = [DF(G(a))|[DG(a)].

Notera att uttrycket i hogerledet dr en matrismultiplikation.

Bevis. D(F o G) dr per definition den p x n matris vars (7, j):te element &r

‘W(a)zaisz(Gﬂxl, )y oo, G (21, .y ) (2) =
> §i< Zf) =Y (DF(G(a)))ir(DG(a)x; =
k=1 J 1

(DF(G(a))DG(a));;



4.4 Variabelbyte

Sats 3.3.2. Ldaty = F(x) vara en C! -funktion fran R™ till R™ och
a en punkt i definitionsmdangden sd att det(DF(a)) # 0. Dd finns det
dppna omgivningar u och v av a respektive b = F(a) sd att F : u — v

dr bijektiv och dess invers F~1 : v — u dr ocksa C*.

Exempel - Cartesiska till poliira koordinater i R?
Variablerna r och 6 kan i variabelbytet (z,y) <> (r,0) skrivas om i termer av x

och y, och vise versa, enligt

r = ,/1.2+y2

0 = arctan (ﬂ) ,
x
respektive

x = rcos(f)

y = rsin(0).

For att ta reda pa om detta &r ett godként variabelbyte sé ska, enligt Sats 3.3.2

funktionalmatrisens determinant undersokas.

OF,  OF Z Y z Yy 1

det A= |00 | |WaRbeh ettt T (g ) =
OF,  OFy y z _Yy =z r r
ox dy T 224y? 2242 r2  r2

I synnerhet &r denna determinant nollskild och definierad for alla

(z,y) # (0,0), vilket enligt Sats 3.3.2 medfor att variabelbytet dr godkint. [
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