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1 Mandag

1.1 Kedjeregeln

Lat f(x1,...,x,) vara en differentierbar funktion av n variabler.
Lat g1(t), ..., gn(t) vara n stycken differentierbara funktioner av en variabel.
= sammanséttningen f(g1(%), ..., gn(t)) dr ocksa differentierbar och

GO, om) =3 [gf (91(0), - 90(0) - 2

i=1

Bevisidé: Utga fran derivatans definition och anvédnd dig av det faktum att
funktionerna ar differentierbara.

1.2 Sats 2.5.9

Lat D C R? vara en 6ppen miingd, f € C?(D) och (a,b) € D.
= fﬂﬁy(avb) = fyfﬁ(avb)

Bevisidé: Betrakta
q(h, k) = f(a+h,b+k)—f(a,b+k)—f(a+h,b)+ f(a,b) = f(a+h,b+k)—f(a,b+k)—(f(a+h,b)— f(a,b))

Detta kan skrivas om pa tva olika sitt som en differens av en funktion av en
variabel. Anvindning av medelvirdessatsen for en variabel och division med hk
leder fram till uttrycken f;,(a,b) respektive fy.(a,b).



2 Tisdag

2.1 Taylors formel av andra ordningen i tva variabler

Lat f(x,y) vara en C3-funktion i den 6ppna mingden D € R? och antag att
punkten (a,b) tillhér D. Da &r

1
flath,btk) = f(a,b)+f;(a,b)h+f, (@, D)+ (£ (a,b)h? + 22 (a,b)hk + [ (a,b)k*]+O(|h, k|®)
taylorutvecklingen av andra graden av funktionen f i punkten (a,b).

Bevisidé: Vi overfor situationen pa det en dimensionella fallet genom att be-
trakta funktionen

F(t)= fla+th,b+tk), 0<t<1
Det &r klart att F blir av klassen C3. Anviand Maclaurins formel for funktioner

av en variabel. Av kedjeregeln far vi da F’ och analogt F”. Sitt sedan t = 1.

3 Torsdag

3.1 Kritiska punkter

En kritisk/stationédr punkt a for en differentierbar funktion &r en punkt dér alla
de partiella derivatorna &r noll. Det vill siga V f(a) = 0.

En kritisk punkt kan antingen vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum,
eller en sadelpunkt. For att klassificera en kritisk punkt i specialfallet da f
ar en funktion av tva variabler, kan man anvinda sig av andra ordningens
taylorpolynom runt punkten.

f(a+h,b+k) = f(a,b) +WW + [f2.(a,b)h® + 2Rk f) (a,b) + K> f;),(a, b)|+O((R* + k)3
Av detta foljer
f(a+h,b+k)—f(a,b) = % (£ (a,b)h? + 2hk f2, (a,b) + k2 f2 (a,b) ] +O((h? + k?)?).

Néra (a,b) dominerar andra ordningens termer, déirav kan resttermen férsummas.

Sitt sedan A = 3 f7 (a,b), B=1 wy(a,0), C = i (@, b), detta ger

[f1.(a,b)h? + 2Rk ), (a,b) + k> [, (a,b)] = h> A+ 2hkB + k*C

DN =

Lat Q(z,y) = Az +2Bxy+Cy?, detta kallas for biniir kvadratisk form. Med
hjalp av denna information kan sedan foljande samband hérledas med hjilp av
kvadratkomplettering:



AC — B?>00ch A >0 = Q(z,y) positiv definit. = strikt minimum.

AC —B?*>00ch A <0 = Q(x,y) negativ definit. = strikt maximum.

AC — B? <0 = Q(z,y) indefinit = sadelpunkt.

AC — B* =0 = Q(z,y) semidefinit = mer information krivs for att klassificera punkten.

3.2 Vektorvarda funktioner

Definition: En funktion F kallas for en vektorvird funktion av n variabler om
F &r en funktion fran R™ till R™ déar n,m € N.

Definition: Differentierbarhet hos en vektorviard funktion defineras som att
varje komponent F; &r differentierbar.

En generell formel for differentierbarhet av en vektorvérd funktion kan fas ge-
nom att applicera formeln for differentierbarhet pa var enskild komponent F;
i vektorn. Det forutsitter att alla komponenter dr differentierbara sa att det
existerar V F; en funktion p;(h) dir p;, — 0 d& h— 0.

En godtycklig komponent kan da uttryckas som:

Fi(a+h) = Fj(a)+ VFi(a) - h+ |h|p;(h)

Applicerat pa F och uttryckt i termer av matriser fas

?(a) (g?); hy
F(a+h) = 2:(3) o] :2) (2| |+ g
F,(a) (VF,)T| Lbn

=F(a) + DF(a) * h + |h|p(h)

Dir DF(a) ér funktionalmatrisen/jacobianen och defineras som

OF OF,

oxq e Ox
VF=| :

oF, oF,

oxq e Ox,



3.3 Kedjeregeln for sammansittning av vektorvirda funk-
tioner i flera variabler

Obs. Steg 4 av teori for kedjeregeln i flervariabelanalys. Foljande sats relaterar
funktionalmatrisen for sammansittningen av tva vektorvirda funktioner med
funktionalmatriserna fér funktionerna.

Sats:
Antag att vi har tva funktioner

G: R"— R™och F: R — RP

och en sammanséttning av dessa:

FoG: R" —» RP.

samt att G och F differentierbara och a en punkt i R™
Da giller att:

D(F o G)(a) = DF(G(a)) - DG(a).

Bevisidé:

Anvind definitionen av funktionalmatris och steg 3 for kedjeregeln for ett ele-
ment i vinsterledet och bevisa att det &r lika med samma element i hogerledet.

3.4 Variabelbyten

Ett variabelbyte kan ses som ett specialfall av en vektorvird funktion F fran
R™ — R” vilket resulterar i att

(1, xn) = (Fi(x1, - xn), - o, - 2n) = (Y1, -, Yn)-

Da variabelbytet skall vara giltigt maste funktionen vara injektiv. Detta kan
kontrolleras genom att man antar att F &r differentierbar och linerariserar i en
punkt a.

F(a+h)=TF(a)+ DF(a)-h+ ||h|p(h).

Med hjélp av linjir algebra s& inses att F endast #r injektiv dd& DF(a)
dr inverterbar vilket innebédr att dess determinant &r nollskilljd. Den relevanta
satsen for sammanhanget kallas 3.3.2 i boken och lyder:



Lat y = F(x) vara en C'-funktion fran R™ till R och a en punkt i defi-
nitionsméngden det(DF(a) # 0). Da finns det éppna omgivningar u och v av
aresp. F(a) s.a. F : u — v ir bijektiv och dess invers F~1 : u — v ocksa &r CL.

Ett viktigt exempel pa variabelbyten &r poldra koordinater till Cartesiska ko-
ordinater och tillbaka igen. Vid berdkning sa inses att funktionaldeterminanten
for denna avbildning &r nollskild da r # 0, vilket enligt satsen ovan innebér
att det &dr ett godként variabelbyte i alla andra fall (nagot som stdmmer med
intuitionen).



