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1 Implicita funktionssatsen

Implicita funktionssatsen for tva variabler

LAt F(x,y) vara en C'-funktion och (a,b) vara en punkt pa nivikurvan F(z,y) =

c. Om Fy(a,b) # 0 finns det en omgivning U av (a,b) s& att restriktionen av

nivikurvan till U implicit definierar en C'- funktion y = f(x). For derivatan
__lrx )

giller f'(z) = —Ful@, f(z))

Fy(z, f(z))

Vi avstar fran bevis men noterar att givet existensen av en sadan omgivning
U, formeln for f/(z) foljer fran implicit derivering (dvs kedjeregeln).
F(z,y) = coch y= f(x), tank variabelbytet u = z, v = f(x),

dF OF -du  OF -dv
éF(ﬂC,y):F(U,’U):F(x;f(x))é%:O:au,deraU.dx:
OF
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= 5 1+3y (@)= f(z) = ajﬁf(ﬂf)— F,
Jy

Implicita funktionssatsen for godtyckligt antal variabler

Om man istéllet later F(x) vara en funktion av n + 1 variabler och a va-
ra en punkt pd nivikurvan F(x) = C gar det att implicit definera en funk-
tion p4+1 = f(x1,...,¢,) 1 en omgivning U kring a under forutséttningen att
F,, ., (a) # 0. Da giller, i likhet med satsen ovan, att

Tn+1

af =l
or,  F (1)

Tn41

Dar+:=1,2,....n

2 Dubbelintegraler

Kom ihag fran envariabelanalysen

1. En definit integral definieras som en tecknad area. f: f(z)dz = Den teck-
nade arean mellan grafen y = f(z) och z-axeln i intervallet [a,b].

e Varfor en tecknad area?
Svar 1: Da blir integration en linjir operation, dvs

/ab(af-l-ﬁg)da?:a/abfdx—i—ﬁ/abgdx.

1

Svar 2: [ ff f(z)dz kan tolkas som medelvirdet av f(z) pa in-
—a

tervallet [a,b].



For att gora detta mer rigorést infér man Riemannsummor och definierar
integralen som ett grénsvarde av summorna.

2. Kalkylens fundamentalssats : Om F'(z) = f(z) = f: flz)dz =
F(b) — F(a).
Generalisering till fler variabler, fokus 2, s.k dubbelintegral

" Definition ": Lit D C R?. [[, f(z,y) dz dy = Den tecknade volymen mellan
grafen z = f(x,y) och arean D i xy-planet.

Geometrisk definition av (definit) dubbelintegral

D C R? D begransad. [[}, f(z,y)dxdy bestr av delarna f(z,y)dz dy vilka
motsvarar en infinitesimal liten volym, f(z,y) som motsvarar héjden och dx dy
som motsvarar en infinitesimal liten rektangel i xy-planet.

Olika tekniker for exakta berdkningar av dubbelintegraler

1. Inspektion, utnyttja

e Definition som en tecknad volym.

e Linjaritet, dvs [[,(af + Bg)dedy = a [[, fdxdy+ B [[, gdzdy.
e eventuella symmetrier

2. Fubinis sats (se senare avsnitt).
3. Variabelbyte

o Allména satsen.

e Viktigaste exemplet: Cartesiska — Poléra.

4. Dubbelintegralen av vissa sorters sammansatta funktioner mha
nivakurvor.

Fubinis sats for Axelparallella Rektanglar (Sats 6.1.2, 6.1.3)

Lat f(x,y) vara en kontinuerlig funktion och 14t A vara en axelparallell rek-
tangel.
A={(zy)]a <z <eb<y<d}. Da giller:

//Af(:r,y)dxdy=/bd(/acf(:v,y)dx)dy:/ac(/bdf(x,y)dy)dx

Intuitivt: Skivning av volymen pa 2 olika séitt. Observera att det, vid utrédk-

ning, kan vara enklare att integrera med avseende pa den ena variabeln forst
snarare 4n den andra.



Fubinis sats 2.0 (Sats 6.2.4)

Lat D = {(z,y)|a <z <b, a(z) <y < B(x)} dir a(x) och B(x) dr kontinuerliga
funktioner av z, sé att a(x) < f(x), Vzr € [a,b]. Om f(x,y) dr kontinuerlig géller:

//D f(zy)dedy = /ab(/ij) flzy) dy) da.

D ségs vara reguljart i z-led. Ett omrade som &r reguljart i bade z- och y-led
ger tva alternativa ordningar for integralen.

3. Variabelbyten i dubbelintegraler

Notation: Lat (z1,...,2,) +— (Y1, ..., yn) vara ett C''-variabelbyte. Dvs varje
y; ar en C'-funktion av (z1, ..., 2, ) och varje z; dr en C'-funktion av (y1, ..., Yn)-
Det hela makear sense da +— ar 1 — 1.

Jyi
Som vi tidigare sett, det som ska gélla ar att funktionalmatrisen DF = |... ay iy
X ?
ska ha en nollskild determinant.
Skrivsatt:
(Y1, Yn d(y1s - Yn) .
M ar funktionalmatrisen, M ar dess
O(x1yeeey Tpy) d(x1, ..y Tp)
1
determinant, vilken ocksa ar bestamd till att vara ( ] om (Z1,...,Zn)
yl’ b yn
ar givna.
Notera:
O(x1yeey ) _ [8(y1,...,yn)]—1 N d(x1,e.sn) _ 1
a(yl>“'7yn) 8(%1,...,.77”) d(yla,yn) d(ylaayn)
d(ZEl,..., xn)
Sats 6.4.6

Lat x = g(u,v), y = h(u,v) vara en bijektiv Cl-avbildning av ett Sppet begriinsat
kvadrerbart omrade E i uv-planet pa ett motsvarande omrade D i xy-planet

d(z.y) £0i E. DA &r

sadan att J(u,v) = (a0)
U,

/ /D flwy) dedy = / /E F(g(u.0), h(u0)) | T ()] dudo.

Viktigt exempel: Poliara koordinater

Lat @ = rcos(6), y = rsin(6), J(r,0) = jgxz; =det..=r = dudy=r-drdf.
T’

w



4. Dubbelintegral med hjilp av nivakurvor

Lat g : R? — R vara C!, h : R — R vara C°. D C R? kvadrerbart och antag att
a<g(z,y) <bV(x,y) € D. Satt A(u) = Area{(x,y) € D|g(z,y) < u}.

Da géller att:
b
// ) dx dy = / h(u)A' (u) du.
a

Generaliserade dubbelintegraler

Gauss Sats

/ e dr = /.

— 00

Bevis
Lat I:/ e~ dr. Da arl? :/ e~ dz / eV dy = // e~ @) du dy.
—o0 —00 —0o0 R2

Byte till poldra koordinater ger:

27 [e’e)
/ / 7"-rd7“clt9:27r/ roe T dr=1
0

Alltsa, 12—7rz>I—

Teori
Definition 0.1
Lat a,b,c,d € R sd att a < ¢, b < d. Mangden A C R? given av

A={(zy)la<z<cb<y<d}

kallas for en (sluten) axelparallell rektangel.
Notation: A = [a, ¢] x [b,d].

Definition 0.2

Givet a < b, en partition av det slutna intervallet [a,b] &r en dndlig sekvens

a=xg<T1<...<xTp =0b.



Definition 1 (s. 228-9)

Givet en axelparallell rektangel A = [a, ¢] x [b, d] och partitioner

a=2r0< 11 <...<Tp==°C
b=yw<yn<...<yp=d

sé kallas en funktion ® : A — R for en trappfunktion om ® har ett konstant
virde pa varje delrektangel [z;, Ziq1) X [Y;, Yj+1)-
Definition 2 (s.233)

Lat A = [a,c] X [b,d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R en funktion.
f séigs vara integrerbar 6ver A om det V € > 0 finns trappfunktioner ®, ¥ pa A
sddana att

L ®(zy) < flzy) <V(ry) V(ry) €A,

2. [\ U(x,y)dedy — [[ ®(x,y)dzdy < e.

Notera att om f ar integrerbar 6ver A géller att

/ / fay)dedy:= limsup // w,y) dady
8 ®<f punktvis i A
B ‘I’Zfléﬁrrlﬂglvfis i A//A ‘I’(x,y) dxdy.

Sats 6.1.3

Lat A = [a,c] x [b,d] vara en axelparallell rektangel, och f : A — R en konti-
nuerlig funktion. D4 géller:

1. f 4r integrerbar 6ver A,

2. [f5 f( ,ydzdyffbdyff zy)de = [7 dxfb x,y)dy.

Beviside till sats 6.1.3

For beviset av sats 6.1.3 behovs tre stycken lemman.

Lemma 1

Lat K C R™ vara en kompakt méngd, dvs. en sluten och begrédnsad méangd, och
lat f : K — R en kontinuerlig funktion. Da ar f likformigt kontinuerlig pa K,
dvs Ve > 0, 36 > 0 sa att

(x1,x2 € K) och ||x1 —x2|| <0 = |f(x1— f(x2)] <O (2)



Lemma 2

Om A = [a,c] x [b,d] och f: A — R &r en kontinuerlig funktion, existerar bada
de itererade enkelintegralerna

/bd dy(/:f(a;,y) dz) och /: dz (/bd () dy).

Lemma 3

Om A = [a,c] x [b,d] och & : A — R &r en trappfunktion, da &r

//A P(z,y) de dy = /ac dac(/bd O(z,y) dy) = /bd dy (/:q»(g;,y) dz).
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