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1 Foreldasning 1

1.1 Forsta och andragradsytor i rummet, a,b,c € R

linje i planet
ar+by=-c

Plan i rummet
ar +by+cz=d

Ellips (cirkel d&i a? = b?)

(z—20)*  (y—w0)* _ >
a? + b2 -

Parabel

Hyperbel
(w0l -w) _,
a? B b2 N

Ellipsoid (sfir da o = b = ¢?)

7 T b2 +5=1

Cylinder
22 4 y2 — 2

Kon

22 _ 62(£C2 +y2)
Paraboloid

2=+ )
Hyperboloid

z=c2(2® —y?)



1.2 Derivatans Definition i envariabelanalys

fla+h) - f(a)

f'(a) = lim o (11)

h—0
JAeR,p:R—R: f(a+h)—f(a) = hA+hp(h),ddr p(h) - 0da h — 0 (12)

2 Foreldasning 2

Definition: Lat D C R”, ddr n € N. En funktion f : D — R kallas for en
reellviird funktion av n (reella) variabler.
f:DCR" 3R

(X1, ey ) = f(T1, 00y ). (13)

Grundfragan: Vad (skulle kunna) menas med en funktion f av n variabler dr
differentierbar?

Repetition n = 1:
Vi ger 3 olika formuleringar av begreppet:

@ Lat D C R a € D. En funktion f : D — R ségs vara differentierbar i
x = a om:

i dr definerad i en omgivning av a
(i) f givning
(i) limp—o W existerar (:=f"(a))
(2) (i) Sitt A := limy,_,o Leth=l(@)
< limy, 0 M — A := p(h), nagon funktion av h sa att
limp 0 p(h) =0
(Omformulering (ii) kallas for f:s linjérisering kring x = a)
< fla+h)—f(a)=h-A+h-p(h),ddr A€ R, p(h) = 0da h — 0

@ f &r differentierbar i = a om grafen y = f(z) har en (unik) tangentlinje
iz =a.



Generalisering till n > 2:

Figur 1: Vi betraktar n = 2 (allt vésentligt sker redan hér). Vi har f(z,y):
DCR? =R

Af  fordndringen i output

lim

= 14
Az—0 Az féréndring i input (14)

Nér n > 2 finns det odndligt manga olika riktningar som man kan dndra ”input”
med.

2.1 Partiella Derivator

Man viljer en rikting || med en koordinataxel < Hall alla utom en av input
variablerna konstanta
Def: Lat f: D — R dir D C R? och 1at (a,b) € D.

of _ _ i flathb) — fla,b)
%(aab)*fz(aab)*}ll% h

B , b+ h)— f(a,b
aj;(a’b)_fy(a’w_;ll%f(a + })L f(a,b)

Mer allmént: Lat f : D — R ddr D C R" och @ = (ay,...,a,) € D

L. f@+he) — f(a)
8$Z(a)_}lzli% h

, dir {e1,...,e,} &r standardbasen i R™ (15)

Beridkning: Partiella derivator beréknas som i Envariabelanalys.
Ex: Lat f: R?\ {(z,y)|ly = 0} ges av f(z,y) = 22 - y> + <. Bestim
fz och f,i(1,1)

1

T . 1
fy:3m2y2—?:31212—ﬁ:2

1 1
fe=22-y*+-=2-1.134+-=3
/ (16)

Vi noterar att f;(1,1) # f,(1,1). Lutningen kan bero pa riktningen.



2.2 Rigords definition av differentierbarhet

En variabel:
Lat f: D - R diar D C R och a € D. f séigs vara differentierbar i punkten a
om:

(i) @ &r en inre punkt i f:s definitionsmingd, dvs det finns en omgivning N
avnoll sa att a+h € DVhe N

(ii) det finns en konstant A € R och en funktion p: N — R sa att Vh € N :
fla+h) — f(a) = Ah + hp(h) och limp_,g p(h) = 0. [Def: A kallas for
derivatan till f i punkten q]

Tva variabler:

f(a+hab+k) _f(avb) = [f(a+hvb+k) _f(a+hab)] + [f(a+hvb) _f(avb)]
Def: Lat f : D — Rdir D C Rochlat (a,b) € D. f séigs vara differentierbar
i(a,b) om:

(i) det finns en omgivning N av (0,0) sa att (a+h,b+k) € DV(h,k) € N

(ii) det finns konstanter A;, Ay € R och en funktion p : N — R sa att
p(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0), och
V(h,k) € N : f(a+h,b+k)—f(a,b) = Ath+Ask+p(h, k)Vh? + k(%)

Sats 2.2.1
Om f:D — R, D C R? #r differentierbar i punkten (a,b) si &r f kontinuerlig
i (a,b)

Bevis: Tag (%) och lat (h, k) — (0,0). Ty p(h,k) — 0 per definition, sa &r det
uppenbart att hela HL — 0 = VL — 0, det vill sédga
limp, 1y (0,0) f(a+ h,b+ k) = f(a,b), det vill sdga f &r kontinuerlig i (a,b). O

Sats 2.2.2
Med samma notation som i () och i foregaende sats sa giller:

Al = fx(a7b)
As = fy(avb)

Bevis: Vi ger beviset for A;: Samma metod for A,.
Per definition av partiell derivata:

fathb) ~ f(a,b) @

fola,b) = Jim )
AR 0) o
}l}_}mo 5 —Aliflbli%p(h’O)—AliO—A O



Notation: Lat D C R"™ vara en 6ppen méngd.
C°(D) = {f: D — R|f #r kontinuerlig i hela D}
CY(D) = {f : D — R|Alla f:s partiella derivator existerar i hela D och bade
f och dess partiella derivator dr kontinuerliga funktioner i hela D}

Sats 2.2.3
Lat D C R™ vara en 6ppen mingd. Om f € C1(D) sa ér f differentierbar i hela
D.

Poing: Att avgora huruvida en given f &r differentierbar direkt
utifran definitionen kan vara krangligt. Det man maste gora ar att ansitta:
n=2:

f(a+h,b—|—k)—f(a,b)—h-fx(a,b)—k-fy(a7b)
W

och verifiera att lim, ) 0,0y p(h, k) = 0. [Bevis for satsen kommer framéver]

p(h, k) =

(17)

2.3 Geometrisk tolkning av differentierbarhet

(i 2 variabler)
(*) fla+h,b+k)— f(a,b) =h- fz(a,b) + k- fy(a,b) +Vh*+ k- p(h, k)
Vi betraktar grafen till f(z,y). Rent allmént definierar da z = f(x, y) nagon yta
i R3. Siitt (a,b) till baspunkt och gé till grafen z = (a,b), da far vi baspunkten
(a,b, f(a,b)) for grafen. Betrakta den nirliggande punkten (a + h,b + k, f(a +
h,b+ k)) pa grafen.
Sétt nu in allting i (x). En approximation till f(z,y):s graf i baspunkten fas da
av

z—zo:fm(a,b)(x—aro)—i—fy(a,b)(y—yo), (18)
som kallas for tangentplanet till f(x,y):s graf i punkten (a,b, f(a,b)).

3 Foreliasning 3

3.1 Differentierbarhet av funktion med godtyckligt antal
variabler (vektornotation)

Definition: Lat D C R™ vara en dppen méngd, och lat @ € D. En funktion
f: D — R séigs da vara differentierbar i ¥ = @ om:

3V f(@) och en funktion p(h) dér p(h) — 0,h — 0 s.a

f@+h) - f(@ =Vf@-h+]h|ph) (19)



I definitionen ovan betecknar V f(@) den vektor som innehaller alla partiella
derivator av f i punkten @ och kallas for f:s gradient i a:

Of o O o OF

Vf(a) = (8931 a, Oy <§)7 " Oz, (6» (20)

3.2 Riktningsderivata

Sats 2.4.1: Givet en baspunkt @ € R"™, kan varje riktning utifran @ bestimmas
av en enhetsvektor u € R™

Definition av riktningsderivata: Lat D C R™ vara en 6ppen méngd, lat @ € D
och enhetsvektorn & € R"™. Riktningsderivatan till en funktion f : D — R i
punkten ¥ = @ i riktningen o ges da av:

L Of . f(d 4 ha) — £(@)
ful@) = () = tim - (21)
Sats 2.4.6: Om f &ar differentierbar i ¥ = @ sa &r:
o
L @) = Vi@ (22)

4 Foreldasning 4

Sats 2.4.7: V f(a) pekar i den riktning dér f véxer snabbast i @, och den max-
imala tillviixthastigheten &r ||V f(a@)]|.

Bevisidé: Eftersom riktningsderivatan i en riktning @ = V f(@) - & antar denna
sitt storsta virde da @ och V f(@) &r parallella. Riktningsderivatan dr da lika
med ||V f(@)|| - ||a||. Da ||%|| = 1 &r riktningsderivatan ||V f(a)|].

Sats 2.4.8: Lat f(x,y) varaen C* funktion. D& #r V f(a, b) en normalvektor
till fs nivakurva i (a,b). (Vf(a,b) # (0,0). P4 samma sitt for en funktion
f(z,y,2) & V f(a,b,c) en normalvektor till fs nivayta i (a,b,c)

4.1 Kedjeregeln for derivering av sammansatta
funktioner

Vi bygger upp kedjeregeln i fyra steg. Nedan redogors for de tre forsta.
Steg 1:
For derivering av sammansatta funktioner i en variabel vet vi sen innan att

om f och g #ar differentierbara funktioner sa dr sammanséttningen f o g ocksa
differentierbar, och

(fog)(t) = f(g(t) *g'(t). (23)



Ur (22) foljer da direkt att for g = g(z1, ..., x,) sa géller,

diri=1,...,n

Steg 2:

Vi later f vara en differentierbar funktion av m variabler f = f(z1,...,2m)
och g1, 92, ..., gm vara m stycken differentierbara funktioner av en variabel t. Da
géller

FORAUED S O RSYARUIF TR

Steg 3:
Lat nu f vara en differentierbar funktion av m variabler f = f(x1,...,2,) och
g1, 92, -- ,gm vara m stycken differentierbara funktioner av n stycken variabler

t1,ta, ..., ty. Da giller att sammanbattmngen flg1(tyyestn)y ooy gm(te, .oy ty)) &r
en diﬂerentlerbar funktion av tq,ts, ..., t,, och
9 - of dy;
ty .t (t1, ..t = (g1(t1y s tn)s oy Gty er t E
at (f(gl( 1y ,)7 7gm 1y ga gl 1y )a 7gm( 1y n))at27
(26)

diri=1,...,n

4.2 Hogre ordningens partiella derivator

Notation: Lat D C R™ vara en 6ppen méngd.
C*(D) = {f : D — R|f och alla dess partiella derivator upp till ordning &
existerar och &r kontinuerliga i hela D}

Definition: Om en funktions partiella derivator &r partiellt deriverbara &r des-
sa hogre ordningens partiella derivator. Exempelvis en C? funktion f(z,y) som

forst partiellt deriveras med avseende pa x och sedan med avseende pa y.
Notation (Persson Béiers):
af 0*f
dy (am) Oyoz Sy (27)
Sats 2.5.9: Om f(z,y) ir en funktion av klass C? s& &r f,y = fy.. Mer generellt

s& spelar inte ordningen av partiella derivator roll for en funktion f(x1,...,2,)
tillhorande klass C* for alla partiella derivator upp till ordning k.




