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1 Föreläsning 1

1.1 Första och andragradsytor i rummet, a, b, c ∈ R
linje i planet

ax+ by = c (1)

Plan i rummet
ax+ by + cz = d (2)

Ellips (cirkel d̊a a2 = b2)

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= r2 (3)

Parabel
x2 = y, y2 = x (4)

Hyperbel
(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= 1 (5)

Ellipsoid (sfär d̊a a2 = b2 = c2)

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (6)

Cylinder
x2 + y2 = r2 (7)

Kon
z2 = c2(x2 + y2) (8)

Paraboloid
z = c2(x2 + y2) (9)

Hyperboloid
z = c2(x2 − y2) (10)
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1.2 Derivatans Definition i envariabelanalys

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
(11)

∃A ∈ R, ρ : R→ R : f(a+h)−f(a) = hA+hρ(h),där ρ(h)→ 0 d̊a h→ 0 (12)

2 Föreläsning 2

Definition: L̊at D ⊆ Rn, där n ∈ N. En funktion f : D → R kallas för en
reellvärd funktion av n (reella) variabler.

f :D ⊆ Rn → R
(x1, ..., xn) 7→ f(x1, ..., xn).

(13)

Grundfr̊agan: Vad (skulle kunna) menas med en funktion f av n variabler är
differentierbar?

Repetition n = 1:
Vi ger 3 olika formuleringar av begreppet:

1 L̊at D ⊆ R a ∈ D. En funktion f : D → R sägs vara differentierbar i
x = a om:

(i) f är definerad i en omgivning av a

(ii) limh→0
f(a+h)−f(a)

h existerar (:=f ′(a))

2 (ii) Sätt A := limh→0
f(a+h−f(a)

h

⇔ limh→0
f(a+h−f(a)

h −A := ρ(h), n̊agon funktion av h s̊a att
limh→0 ρ(h) = 0
(Omformulering (ii) kallas för f :s linjärisering kring x = a)
⇔ f(a+ h)− f(a) = h ·A+ h · ρ(h), där A ∈ R, ρ(h)→ 0 d̊a h→ 0

3 f är differentierbar i x = a om grafen y = f(x) har en (unik) tangentlinje
i x = a.
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Generalisering till n ≥ 2:

Figur 1: Vi betraktar n = 2 (allt väsentligt sker redan här). Vi har f(x, y):
D ⊆ R2 → R

lim
∆x→0

∆f

∆x
=

förändringen i output

förändring i input
(14)

När n ≥ 2 finns det oändligt m̊anga olika riktningar som man kan ändra ”input”
med.

2.1 Partiella Derivator

Man väljer en rikting ‖ med en koordinataxel ⇔ H̊all alla utom en av input
variablerna konstanta
Def: L̊at f : D → R där D ⊆ R2 och l̊at (a, b) ∈ D.

∂f

∂x
(a, b) = fx(a, b) = lim

h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
∂f

∂y
(a, b) = fy(a, b) = lim

h→0

f(a, b+ h)− f(a, b)

h

Mer allmänt: L̊at f : D → R där D ⊆ Rn och ~a = (a1, ..., an) ∈ D

∂f

∂xi
(~a) = lim

h→0

f(~a+ h~ei)− f(~a)

h
, där {e1, ..., en} är standardbasen i Rn (15)

Beräkning: Partiella derivator beräknas som i Envariabelanalys.

Ex: L̊at f : R2 \ {(x, y)|y = 0} ges av f(x, y) = x2 · y3 + x
y . Bestäm

fx och fy i (1, 1)

fx = 2x · y3 +
1

y

.
= 2 · 1 · 13 +

1

1
= 3

fy = 3x2 · y2 − x

y2

.
= 3 · 12 · 12 − 1

12
= 2

(16)

Vi noterar att fx(1, 1) 6= fy(1, 1). Lutningen kan bero p̊a riktningen.
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2.2 Rigorös definition av differentierbarhet

En variabel:
L̊at f : D → R där D ⊆ R och a ∈ D. f sägs vara differentierbar i punkten a
om:

(i) a är en inre punkt i f :s definitionsmängd, dvs det finns en omgivning N
av noll s̊a att a+ h ∈ D ∀h ∈ N

(ii) det finns en konstant A ∈ R och en funktion ρ : N → R s̊a att ∀h ∈ N :
f(a + h) − f(a) = Ah + hρ(h) och limh→0 ρ(h) = 0. [Def: A kallas för
derivatan till f i punkten a]

Tv̊a variabler:
f(a+ h, b+ k)− f(a, b) = [f(a+ h, b+ k)− f(a+ h, b)] + [f(a+ h, b)− f(a, b)]

Def: L̊at f : D → R där D ⊆ R och l̊at (a, b) ∈ D. f sägs vara differentierbar
i (a, b) om:

(i) det finns en omgivning N av (0, 0) s̊a att (a+h, b+k) ∈ D ∀(h, k) ∈ N

(ii) det finns konstanter A1, A2 ∈ R och en funktion ρ : N → R s̊a att
ρ(h, k)→ 0 d̊a (h, k)→ (0, 0), och
∀(h, k) ∈ N : f(a+h, b+k)−f(a, b) = A1h+A2k+ρ(h, k)

√
h2 + k2(?)

Sats 2.2.1
Om f : D → R, D ⊆ R2 är differentierbar i punkten (a, b) s̊a är f kontinuerlig
i (a, b)

Bevis: Tag (?) och l̊at (h, k) → (0, 0). Ty ρ(h, k) → 0 per definition, s̊a är det
uppenbart att hela HL→ 0 =⇒ V L→ 0, det vill säga
lim(h,k)→(0,0) f(a+ h, b+ k) = f(a, b), det vill säga f är kontinuerlig i (a, b). �

Sats 2.2.2
Med samma notation som i (?) och i föreg̊aende sats s̊a gäller:

A1 = fx(a, b)
A2 = fy(a, b)

Bevis: Vi ger beviset för A1: Samma metod för A2.
Per definition av partiell derivata:

fx(a, b) = lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h

(?)
=

lim
h→0

A1h+ | h | ρ(h, 0)

h
= A1 ± lim

h→0
ρ(h, 0) = A1 ± 0 = A �
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Notation: L̊at D ⊆ Rn vara en öppen mängd.
C0(D) = {f : D → R|f är kontinuerlig i hela D}
C1(D) = {f : D → R|Alla f :s partiella derivator existerar i hela D och b̊ade
f och dess partiella derivator är kontinuerliga funktioner i hela D}

Sats 2.2.3
L̊at D ⊆ Rn vara en öppen mängd. Om f ∈ C1(D) s̊a är f differentierbar i hela
D.

Poäng: Att avgöra huruvida en given f är differentierbar direkt
utifr̊an definitionen kan vara kr̊angligt. Det man m̊aste göra är att ansätta:

n = 2:

ρ(h, k) =
f(a+ h, b+ k)− f(a, b)− h · fx(a, b)− k · fy(a, b)√

h2 + k2
(17)

och verifiera att lim(h,k)→(0,0) ρ(h, k) = 0. [Bevis för satsen kommer framöver]

2.3 Geometrisk tolkning av differentierbarhet
(i 2 variabler)

(?) f(a+ h, b+ k)− f(a, b) = h · fx(a, b) + k · fy(a, b) +
√
h2 + k2 · ρ(h, k)

Vi betraktar grafen till f(x, y). Rent allmänt definierar d̊a z = f(x, y) n̊agon yta
i R3. Sätt (a,b) till baspunkt och g̊a till grafen z = (a, b), d̊a f̊ar vi baspunkten
(a, b, f(a, b)) för grafen. Betrakta den närliggande punkten (a + h, b + k, f(a +
h, b+ k)) p̊a grafen.
Sätt nu in allting i (?). En approximation till f(x, y):s graf i baspunkten f̊as d̊a
av

z − z0 = fx(a, b)(x− x0) + fy(a, b)(y − y0), (18)

som kallas för tangentplanet till f(x, y):s graf i punkten (a, b, f(a, b)).

3 Föreläsning 3

3.1 Differentierbarhet av funktion med godtyckligt antal
variabler (vektornotation)

Definition: L̊at D ⊆ Rn vara en öppen mängd, och l̊at ~a ∈ D. En funktion
f : D → R sägs d̊a vara differentierbar i ~x = ~a om:

∃∇f(~a) och en funktion ρ(~h) där ρ(~h)→ 0,~h→ ~0 s.a

f(~a+ ~h)− f(~a) = ∇f(~a) · ~h+ ||~h||ρ(~h) (19)
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I definitionen ovan betecknar ∇f(~a) den vektor som inneh̊aller alla partiella
derivator av f i punkten ~a och kallas för f :s gradient i ~a:

∇f(~a) = (
∂f

∂x1
(~a),

∂f

∂x2
(~a), ...,

∂f

∂xn
(~a)) (20)

3.2 Riktningsderivata

Sats 2.4.1: Givet en baspunkt ~a ∈ Rn, kan varje riktning utifr̊an ~a bestämmas
av en enhetsvektor û ∈ Rn

Definition av riktningsderivata: L̊at D ⊆ Rn vara en öppen mängd, l̊at ~a ∈ D
och enhetsvektorn û ∈ Rn. Riktningsderivatan till en funktion f : D → R i
punkten ~x = ~a i riktningen û ges d̊a av:

fu(~a) =
∂f

∂u
(−→a ) = lim

h→0

f(−→a + hû)− f(−→a )

h
(21)

Sats 2.4.6: Om f är differentierbar i ~x = ~a s̊a är:

∂f

∂u
(~a) = ∇f(~a) · û (22)

4 Föreläsning 4

Sats 2.4.7: ∇f(~a) pekar i den riktning där f växer snabbast i ~a, och den max-
imala tillväxthastigheten är ||∇f(~a)||.

Bevisidé: Eftersom riktningsderivatan i en riktning ~u = ∇f(~a) · û antar denna
sitt största värde d̊a ~u och ∇f(~a) är parallella. Riktningsderivatan är d̊a lika
med ||∇f(~a)|| · ||û||. D̊a ||û|| = 1 är riktningsderivatan ||∇f(~a)||.

Sats 2.4.8: L̊at f(x, y) vara en C1 funktion. D̊a är ∇f(a, b) en normalvektor
till fs niv̊akurva i (a, b). (∇f(a, b) 6= (0, 0). P̊a samma sätt för en funktion
f(x, y, z) är ∇f(a, b, c) en normalvektor till fs niv̊ayta i (a, b, c)

4.1 Kedjeregeln för derivering av sammansatta
funktioner

Vi bygger upp kedjeregeln i fyra steg. Nedan redogörs för de tre första.

Steg 1:
För derivering av sammansatta funktioner i en variabel vet vi sen innan att
om f och g är differentierbara funktioner s̊a är sammansättningen f ◦ g ocks̊a
differentierbar, och

(f ◦ g)′(t) = f ′(g(t)) ∗ g′(t). (23)
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Ur (22) följer d̊a direkt att för g = g(x1, ..., xn) s̊a gäller,

∂

∂xi
(f(g(x1, ..., xn) = f ′(g(x1, ..., xn)) ∗ ∂g

∂xi
, (24)

där i = 1, ..., n.

Steg 2:
Vi l̊ater f vara en differentierbar funktion av m variabler f = f(x1, ..., xm)
och g1, g2, ..., gm vara m stycken differentierbara funktioner av en variabel t. D̊a
gäller

d

dt
(f(g1(t), ..., gm(t))) =

m∑
i=1

∂f

∂xi
(g1(t), ..., gm(t))

d

dt
gi. (25)

Steg 3:
L̊at nu f vara en differentierbar funktion av m variabler f = f(x1, ..., xm) och
g1, g2, ..., gm vara m stycken differentierbara funktioner av n stycken variabler
t1, t2, ..., tn. D̊a gäller att sammansättningen f(g1(t1, ..., tn), ..., gm(t1, ..., tn)) är
en differentierbar funktion av t1, t2, ..., tn, och

∂

∂ti
(f(g1(t1, .., tn), .., gm(t1, .., tn))) =

m∑
j=1

∂f

∂xj
(g1(t1, .., tn), .., gm(t1, .., tn))

∂gj
∂ti

,

(26)
där i = 1, ..., n.

4.2 Högre ordningens partiella derivator

Notation: L̊at D ⊆ Rn vara en öppen mängd.
Ck(D) = {f : D → R|f och alla dess partiella derivator upp till ordning k

existerar och är kontinuerliga i hela D}

Definition: Om en funktions partiella derivator är partiellt deriverbara är des-
sa högre ordningens partiella derivator. Exempelvis en C2 funktion f(x, y) som
först partiellt deriveras med avseende p̊a x och sedan med avseende p̊a y.

Notation (Persson Böiers):

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y∂x
= fxy (27)

Sats 2.5.9: Om f(x, y) är en funktion av klass C2 s̊a är fxy = fyx. Mer generellt
s̊a spelar inte ordningen av partiella derivator roll för en funktion f(x1, ..., xn)
tillhörande klass Ck för alla partiella derivator upp till ordning k.
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