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1 Bevis av satser

1.1 Kedjeregeln for reellvirda funktioner

Sats. Lat funktionen f : R® — R besta av n stycken variabler, det vill siga
f(x1, 29, ...,x,), och lat gy(t), g2(t), ..., gn(t) vara n stycken funktioner av en vari-
abel. Lat dessutom alla ovanndmnda funktioner vara differentierbara funktioner.
Differentierbarheten implicerar att var och en funktionerna enskilt &r kontinuerliga,
och det géller dven att deras sammanséttning f(g1(t), ga(t), ..., gn(t)) &r en kontinu-

erlig funktion. For derivatan géller att

%f(gl(t)a ( ) agn Z 81’2 91 )7’gn(t))% (1)

Bevis. Lat F'(t) = f(g1(t), g2(t), ..., gu(t)). Derivatan av f i en punkt a &r per defini-

tion F'(a) = limy,_o w Beviset gar ut pa att visa att gransvirdet existerar

och ar lika med derivatan i satsen ovan.

Inséittning av t = (a + h) ger F(a+h) = f(gi(a+ h),g2(a+ h), ..., gn(a + h)). Satt
a = (g1(a),g2(a),...,gn(a)) och (a+ h) = (gi(a+h),gz(a+ h),...,gn(a + h)), vilket
ger att F'(a+h) — F(a) = f(a+ h) — f(a).

Att f &r differentierbar innebér att
fla+h)— f(a)=Vf(a) -h+|h| -p(h)dir p(h) - 0da h — 0. (2)
Observera att
h =(a+h)—a=(g(a+h)=gi(a) g(a+h) = ga),...,gn(a+h) = gn(a)) (3)
varefter applikation av linjériseringsformeln pa var och en av variablerna ger att

h = gi(a)h + hpy(B), e, gl (@) + hpn(R). (4)

Téljaren i derivatans definition skrivs om med hjélp av linjarisering:

of

Fla+h)— F(a) = o

(a)(gi(a)h + hpi(h)) + [|h|[p(h). (5)




Inséttning i derivatans definition ger

Fla+h)—F(a) <~0f ., —~ Of |Rllo(R)
= - ——pi(h) + ———= 6
) > Gu@ @)+ 3 g + ()
Observera att den andra termen i (6) gar mot noll ty p;(h) — 0 da h — 0. Observera
dven att h = h(gi(a) 4+ p1(h), ..., g.(a) + pn(h)), vilket implicerar att om h — 0 sa
gar h — 0 och diarmed gar p(h) — 0.

Observera ockséd att: % = ||gi(a) + p1(h), ..., gh(a) + pu(R)]| = /Doy (gi(a)) da

h — 0, varfor

TG0, 02000, 60(0) = 3 L0 (0). g ) - 7

=1

]

1.2 Partiella derivator

Sats. Satsen visar att den ordningen efter vilken vi deriverar partiellt inte har nagon

betydelse for det slutgiltiga svaret, vilket forblir detsamma.
Lat D CR?, f € C*(D) och (a,b) € D. Da giller att

0% f
0xdy

_
~ Oyoz

(a,b) (a,b). (8)

Bewis. Vi definierar funktionen F(x) = f(z,b+ h) — f(x,b) och &ven funktionen
G(y) = f(a+h,y) — f(a,y). Observera att F'(a+ h) — F(a) = G(b+ h) — G(b), och
att f € C? medfor att F och G ér differentierbara.

Applikation av differentialkalkylens medelvérdessats pa observationen ovan ger att

hE'(a+ 6:h) = hG'(b+ 62h), 3 61,05 € (0,1), (9)
vilket ger att
of of o of
(%( +601h, b+ h) &C( +61h,b)_8y( + h,b+ 603h) T (10)



Vi applicerar medelvirdessatsen igen och far

OF (a 0ub+ 05 = ZL (0 s 04n b+ 0o1), 3056, € (0,1). (1)
&Uay 176y 3 - ayax 410, 210), 3y Yr 3 .
Att h — 0 ger:
*f *f

Gy @8 = 55 (@.b) (12)

Vilket bevisar sats 8.

2 Taylors formel for funktioner av tva variabler

Definition 2.1. Lat D C R? vara en éppen miingd och punkten (a,b) € D. Lat
n>0, f= f(z,y) och f € C"(D). Da giller

" (h k) (hZ + k2 )+t

fla+hb+k)=>" CE]

i=0
for nagot £ € (0, 1).

f(a,b) +

fla+¢&h,b+Ek), (13)

7!

Det viktigaste fallet av detta #ir andragradsutveckling av en C?® funktion av tva

variabler ar

fla+h,b+k)= f(a,b) + [hfs(a,b) + kf,(a,b)
+1/2[h? fau(a, b) + 2Rk fry(a,b) + K fy (0, )] + O((R* + K)*/?). (14)

For godtyckligt antal variabler sa skrivs formeln for tva variabler om med vektor-

notation istallet

Definition 2.2. Lat D C R™ vara en 6ppen méngd och punkten (a,b) € D déar
| k|| dr tillrdickligt liten. Lat n > 0, f = f(x) och f € C"T(D). Da giller
"~ (h- V)i .
fla+n) =3 " pia) 1 ogng). (15)

=1

Bevisidén for Taylors formel i tva variabler dr sadan att vi definerar en funktion
F(t) = f(a+th,b+tk) och betraktar a, b, h, k som fixa tal. Sedan anvinds Taylors

formel for en variabel och kedjeregeln for att hérleda formeln i definition 2.2.
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3 Kritiska punkter

Till funktioner kan kritiska punkter finnas.

Definition 3.1. Punkten a &r en kritisk punkt till funktionen f om
Vf(a)=0. (16)

Det finns tva typer av kritiska punkter. De &r lokala extrempunkter och sadelpunk-

ter.
Det finns tva typer av lokala extrempunkter. De d&r maximipunkter och minimipunk-
ter.

Definition 3.2. Punkten a dr en maximipunkt till funktionen f om

36>0:|h| <6 = f(a+h)< f(a). (17)

En maximipunkt &r alltsa en punkt som antar det storsta funktionsvérdet i en

omgivning, se figur 1.

Figur 1: En maximipunkt till en funktion av tva variabler.

Definition 3.3. Punkten a &r en minimipunkt till funktionen f om

30>0:||h]|<d = fla+h)> f(a). (18)

En minimipunkt ar alltsa en punkt som antar det minsta funktionsvérdet i en om-

givning, se figur 2.



Figur 2: En minimipunkt till en funktion av tva variabler.

Det finns en typ av sadelpunkter.

Definition 3.4. Den kritiska punkten a ar en sadelpunkt till funktionen f om

V6 > 03 ||, |[holl <0 : fla+hi) < f(@) A fla+hs) > fla).  (19)

En sadelpunkt ar alltsa en kritisk punkt som inte antar det storsta eller minsta

funktionsvirdet i nagon omgivning, se figur 3.

Figur 3: En sadelpunkt till en funktion av tva variabler.



4 Klassificering av kritiska punkter

Analysen av kritiska punkter till funktioner kommer att begrénsas till funktioner av

tva variabler.

Lat D C R? vara en 6ppen mingd och f : D — R en reellvird funktion av tva
variabler. Antag att a € D &r en kritisk punkt till f. Eftersom a &r en kritisk punkt
till f sa géller ekvationen (16) i punkten & = a. Definiera h = (h, k). Fran detta

och taylorutveckling av f av grad tva kring & = a sa géller att
1
fla+h) = f(a) = 5(h* far(@) + 20k [y (@) + K2 [y (@)) + O(RI). (20)

Fran ekvation 20 gar det att gora foljande definition.

Definition 4.1. Definiera funktionen @ : R? — R,
Q(z,y) = Ax* + 2Bxy + Cy? (21)

dir A, B,C € R och definieras som

Q = =
I

N—= = N
P
<
8

Q@ kallas for den bindra kvadratiska formen.

() ségs vara positivt definit om Q(z,y) > 0,V(z,y) # (0,0).

Q) sigs vara negativt definit om Q(x,y) < 0,Y(x,y) # (0,0).

() ségs vara indefinit om I(x1,y1) # (0,0) : Q(x1,41) > 0 och I(x9,y2) # (0,0) :
Q(z2,y2) < 0.

Q) ségs vara positivt semidefinit om Q(z,y) > 0,V(x,y) # (0,0).

() ségs vara negativt semidefinit om Q(x,y) < 0,¥Y(z,y) # (0,0).

Sats. Om AC — B? >0AA >0 = Q &r positivt definit.
Om AC — B> >0ANA <0 = Q ir negativt definit.



Om AC — B? <0 = (@ &r indefinit.
Om AC — B? =0 = ( &r semidefinit.

Sats. Om @ ar positivt definit for f i den kritiska punkten € = a = x = a éar
ett striangt lokalt minimum till f.

Om @ &r negativt definit for f i den kritiska punkten * = a = x = a ar ett
strangt lokalt maximum till f.

Om @ ar indefinit for f i den kritiska punkten * = a = x = a ir en sadelpunkt
till f.

Anmirkning. Satsen sidger inget om fallet da () adr semidefinit.

5 Vektorvarda funktioner

Definition. Om F' #r en funktion som har en n x 1 vektor (zq,...,x,) som input

och en m x 1 vektor

F(xy,...,x,) = (Fi(z1, e, Tp)s ooy Frn(T1, o, T0)) = (Y1, ooy Ym) (22)
som output kallas funktionen for en verktorvird funktion.

Definition. En vektorviard funktion F' sdgs vara differentierbar om varje enskild

funktion F; som ger upphov till element y; i outputvektorn m x 1 &r differentier-
bar.

5.1 Linjirisering av vektorvirda funktioner

Det gar att linjarisera vektorviarda funktioner genom att skriva funktionen med

vektorer som input och matriser som funktioner. Linjdriseringen blir da
F(a+h)=F(a)+ DF(a)h+||h|| p(h) (23)

dar F (m x 1 vektor) dr funktionen som linjériseras, DF (m X n matrisen) &r
differentialen, h (n x 1 vektorn) dr en godtyckligt liten vektor. Mellan DF' och h
rader matrismultiplikation, och p(h) dr en funktion som gar mot noll da h gar mot

nollmatrisen.



Definition. Matrisen DF'(a) kallas for funktionalmatrisen till F' i a dar element

oF;

pa matrisposition (4,7) dr 3t
J

5.2 Kedjeregeln for vektorvirda funktioner

Sats. Lat G vara den vektorviarda funktionen

(1, etn) = (G(x1, coty)y ooy Gro(1, ..2)) (24)
och lat F' vara den vektorvérda funktionen
(U, ..Up) — (F1(Uy,..Up), ..., F(Uy, ..Up)). (25)
Lat dessa funktioner bilda den sammansatta funktionen F' o G dér

(@1, own) = (F1[G1(21, ), oo, G (21, )]s oo, FR[Gr(1, o), ooy G (21, 0.)]).
(26)
Om bade G och F ar differentierbara implicerar det att den sammansatta funktionen

F o G ocksa ar differentierbar och att

D(F o G)(a) = DF(G(a)) - DG(a). (27)

5.2.1 Ett exempel

Funktionen v(t) = v(z(t), y(t)) &r en tvadimensionell vektorvard funktion med tiden
som input och hastigheten som output. Den beskriver hastighetsvektorn for ett
foremal i ett plan. F'(z,y) &ar en vektorvéird funktion som &ndrar hastigheten och
har darfor hastigheten som input och hastigheten som output. For derivatan géller
att

D(F ov)(t) = DF(v(t)) - Du(t). (28)

Detta kan skrivas med hjilp av matriser som

OF 9z
oo [f]
ot
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6 Variabelbyten

Ett av de vanligare variabelbytena &r det fran kartestiska till poléra koordinater, men
variabelbyten sker dven vid integralberdkningar och 16sning av differentialekvatio-
ner. Lat sdga att vi vill genomfora ett variabelbyte fran variablerna (xy, ..., z,) till
(Y1, ---, Yn), och vill avgéra huruvida variabelbytet ar ett godként byte. Vi definierar
en vektorvard funktion F' : R" — R" som genomftr variabelbytet, vilket innebér

att
(@1, ey Tn) = (FL(T1, ooy @)y ooy Fr(21, oy ) 2= (Y1 oy Yn)- (30)

For att variabelbytet ska vara godkédnt maste funktionen F' vara injektiv, det vill
sdga att flera olika inputs (z1, ..., z,,) far inte ge samma output (yi, ..., ¥, ). Huruvida

en funktion ar injektiv kan avgoras med hjilp av Inversa funktionssatsen.

6.1 Inversa funktionssatsen

Sats. Lat y = F(x) vara en C'-funktion sa att F : R — R" och lat a vara en
punkt i definitionsméngden till F' sa att det(DF'(a)) # 0. Da géller att det existerar
omgivningar u och v till @ respektive F'(a) sa att funktionen F' : u — v &r bijektiv.

Dessutom giller att F~' : v — u ocksa #r en C'-funktion.

Inversa funktionssatsen sidger alltsa att om funktionaldeterminanter av en funk-
tion F' &r nollskild i en punkt a sa &ar ett variabelbyte genom F' godként i den

punkten.

For bytet mellan kartesiska och polidra koordinater, det vill sédga

(z,y) ( 22 1 42, tan~! (%)) = (r,0), (31)

giller att funktionialdeterminanten &r nollskild da r # 0 vilket &r detsamma som

att (x,y) # 0. Variabelbytet &r saledes giltigt utanfér den punkten.
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