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1 Foreldsning 1

Under forsta lektionen i veckan diskuterades implicit derivering, vilket &r ett
sitt att derivera en implicit funktion i en omgivning av en viss punkt pa

grafen.

1.1 Implicita funktionssatsen

Lat F(x,y) vara en C! — funktion och (a,b) en punkt pa nivakurvan F(x,y)
= c¢. Om Fy(a,b) # 0 finns det en omgivning av (a,b) s.a. restriktionen av
nivakurvan till u implicit definierar en C! — funktion y = f(x). For derivatan

géller
—Fy(a f(x))

I = F o)

(1)

Satsen kan forstas som att sa ldnge lutningen av nivakurvan inte &r vertikal
sa kan en sektion av den beskrivas som en explicit funktion, och darmed

deriveras.

1.2 Utvidgning av implicita funktionssatsen

Ovan givna satsen géller for 2 variabler, dock gar det att utvidga satsen for att
gilla for godtyckligt antal variabler. Den utvidgade implicita funktionssatsen
lyder:

Lat F(xy,2s,...,2,) vara en C' — funktion och a = (ay, as, ..., a,) en punkt
pa nivaytan F(x) = c. Om Fy (a) # 0 finns det en omgivning av (a) s.a.
restriktionen av nivaytan till u implicit definierar en C! — funktion x, =
f(x1, o, ..., xp_1). For derivatan géller

of  —Fy
(SLCZ' N Fx '

(2)

n



2 Foreldsning 2

Under veckans andra foreldsning introducerades vi till dubbelintegraler, det
vill séiga integraler av funktioner av tva variabler, vilket darefter behandlas

djupare under veckans resterande foreldsningar.

DUBBELINTEGRALER
En dubbelintegral kan ocksa beskrivas som en itererad (upprepad) integral
av en funktion av tva variabler. For att ge en ”geometrisk” tolkning av
dubbelintegraler kan det uttryckas sahér:
Lat DC R?, en begriinsad miingd i xy-planet och z=f(x.y).

Da beskrivs dubbelintegralen av funktionen f(x,y) som,

/ /D flo,y)dody =V 3)

dar dxdy betecknar arean i xy-planet, f(x,y) hojden i z-led och V &r den

tecknade volymen mellan arean D i xy-planet och funktionen z=f(x,y).

FUBINIS SATS, DEL 1
Dérefter gick vi in pa vad Fubinis sats sdger, forst med avseende pa en rek-
tangel.

Lat f(x,y) vara en kontinuerlig funktion och A vara en rektangel, defini-

erad som

A={(z,y)la<z<b c<y<d} (4)

Da skrivs dubbelintegralen av f(x,y) 6éver omradet A,



//Af(%y)dxdy:/cd (/abf(x,y)dx> dy (5)

dar f(x,y) forst integreras 6ver omradet i x-led, dérefter i y-led. Detsamma

galler omvant, genom att forst integrera i y-led och dérefter i x-led.

FUBINIS SATS, DEL 2
Vidare gick vi in pa ”Fubinis sats 2.0”, det vill sdga sats 6.2.4 i kurslitte-
raturen (Persson-Boiers). Vi later f(x,y) vara en kontinuerlig funktion och

omradet A i xy-planet, definieras som
A={(z.y)la<z<b alx) <y<pfx)} (6)

dir a(x) och f(x) ar kontinuerliga funktioner av x, sa att a(z)< S(z)

Vo e la,b.

Da skrivs dubbelintegralen av f (x,y) dver omradet A,

//Af(x,y)d:cdyZ/ab </Oj:)f(x,y)dy> dx (7)

dar f(x,y) forst integreras 6ver omradet i y-led, dérefter i x-led. Detsamma
galler omvént, genom att forst integrera i y-led och dérefter i x-led. Omradet
i xy-planet stéings alltsa in mellan tva funktioner beroende av x, och ett givet

oberoende intervall i x-led. Mangden A sédgs vara reguljart i x-led.

2.1 Variabelbyten i dubbelintegraler
2.1.1 Introduktion/definition

Nésta del som behandlats under ldsvecka 3 dr variabelbyten, déar fokus har

legat pa variabelbyten i dubbelintegraler. Vi betraktar variabelbyten som



foljande:

F: R" - R"

(3:17 T2, 7$n) — (Fl(xhx% "'7$n)7 ceey Fn(x17$27 ceny xn)) = (y1>y27 7yn)

Tanken med ovan &r att vi byter variabler fran (1, o, ..., ) till (y1, Y2, ..., Yn)-

For att variabelbytet skall vara tillatet kravs det att F ar injektiva.

2.1.2 SATS 6.4.6

Mer generella variabelbyten talar vi om i sats 6.4.6, vilken séger foljande:
Lat variabelbytet x = g(u,v) och y = h(u,v) vara en bijektiv C'! avbildning
av ett Oppet begrinsat kvadrerbart omrade E i uv-planet pa ett motsvarande

omrade D i xy-planet sadan att :

J(uv)—d(x’y)—det % % +0
0 d(u,v) oy

dar J(u,v) anger determinanten av funktionalmatrisen. Funktionalmatrisen

kallas &dven for Jacobimatrisen. Da géller:

//D(‘T’y) dz dy = //E(g(u,v),h(u,v))|J(u,v)| du dv

Viktigt ar dven att forklara varfor dxdy = |J(u,v)| dudv. Fran kedjeregeln

far vi foljande samband:

ox Ox

dx I i du
9y Oy

dy ou  Ov dv

Fran linjar algebra vet vi att vid en avbildning x — Ax sa anger belop-

pet av determinanten, av avbildningsmatrisen A férédndringen i area, i vart



fall ar avbildningsmatrisen funktionalmatrisen och dess determinant funk-
tionaldeterminanten. Faktorn |J(u,v)| anger saledes skillnaden av arean av

integrationsomraden vid variabelbytet.

2.1.3 Viktigt exempel

Det viktigaste exemplet som gatts igenom &r bytet mellan kartesiska och
poldra koordinater i planet, (z,y) «— (r,6). Variabelbytet ges da enligt
foljande: x = rcos(f) och y = rsin(f). 1 detta variabelbyte ges funktional-

matrisen av foljande:

oz Ou
o or 00
Jroy= o
or 80

och saledes erhalles att |J(r,0)| = r. Forandringsfaktorn for area blir saledes

r vid variabelbyten fran kartesiska till polidra koordinater.

2.2 Dubbelintegraler med nivaytor

Under det tredje forelasningstillfallet diskuterades en metod for 16sning av

integraler pa formen
1= [[ note.pydsay ®)
D

dir h : R — R #r en kontinuerlig C? funktion och g : R? — R antas vara
Cl. D C R? dr en kvadrerbar miingd. Lat a < g(x,y) < b, V(z,y) € D.
Lat A(u) beteckna arean av méngden {(z,y) € D | g(z,y) < u}. En annan
forutséttning dr att integranden h dr konstant pa nivaytorna till g. Om alla

dessa krav ar uppfyllda géller att

I= /h(u)A’(u)du. (9)



Dubbelintegralen har alltsa reducerats till en enkelintegral som kan l6sas

enklare d&n den ursprungliga integralen.

2.3 Generaliserade dubbelintegraler, tva fall

Pa samma sétt som man i envariabelanaysen kan integrera funktioner 6ver
obegrénsade intervall, eller om funktionsvéardet dr obegransat i vissa punkter,
och dnda fa en dndlig area som resultat ar detta ocksa maojligt for funktioner

av tva variabler, dar resultatet istéllet &r en dndlig volym.

2.4 Gauss sats

Ett viktigt exempel pa néir konvergenta integraler av flera variabler kan vara

anviandbara ar for att hitta en relativt enkel 16sning pa integralen

o0

= / e dr. (10)

—00
Denna integral ar integralen 6ver normalfordelningskurvan, som dr mycket
betydelsefull inom exempelvis sannolikhetsteori savil som en méngd olika
andra vetenskaper. Gauss sats siger att [ = /7, beviset for detta involverar

analys av konvergenta integraler med avseende pa tva integraler och lyder:

I? = /e‘x2dx- /e‘dey =% = // e_IQ_deavdy,

2w 0o
== [df [re " dr =1 = /m(11)
0 0

2.5 Definition axelparallell rektangel

Antag:

a,b,c,d € R, sa att a < coch b<d.



Da géller:
Méangden A C R given av: A = {(z,y)|la < x < ¢,b < y < d} kallas for en
sluten axelparallell rektangel.

Skrivs: A = [a, ] x [b, d].

2.6 Definition partition

Antag:

a,c € R, sa att a < c.

Da géller:

En partition av det slutna intervallet [a, ¢] &r en &ndlig sekvens sa att

a=zrp< 1 <..<xp=°=°C

2.7 Definition trappfunktion

Antag:
A = [a,c] x [b,d]

3 partition i [a, ¢

3 partition i [b, d]

Da géller:

En funktion ¢ : A — R kallas for en trappstegsfunktion och ¢ har ett

konstant virde for varje delrektangel [x;, zi41) X [y, Yj41)-

2.7.1 Definition av dubbelintegral av trappstegsfunktioner

Dubbelintegralen av ¢ definieras som:
//A Slw,y)dedy = > (@ —xi1) - (y; — Y1) - i (12)
i=1 j=1

dér ¢;; dr det konstanta vérdet som ¢ antar pa varje delrektangel

[Ii,l'i—l) X [ij?/j—l)



2.8 Definition integrerbarhet

Antag:
A = [a,c] x [b,d]
f:A—=R

Da géller:
f ségs vara integrerbar éver A om det Ve > 0 finns trappstegsfunktioner ¢

och ¥ pa A sa att:

o(x,y) < flr,y) < ¥(z,y) VY(z,y) €A (13)

// U(z,y) dr dy — // bz, y) dzdy < . (14)

Dubbelintegralen [, f A J(7,y) dv dy definieras da som:

//A f(z,y)dvdy = lirggs;lp //A\If(x,y) de dy = liglgi;lf //A o(z,y) dx Czy

15)

2.9 SATS6.1.3

Lat A = [a, c| x [b,d] vara en axelparallell rektangel och f: A — R

en kontinuerlig funktion. Da géller att

(¢) f &r integrerbar 6ver A

(i) [[\ f(@,y)dedy = [° (fb x,y dy) dx—fb (JS fz,y)dz) dy

I beviset av (i) vill vi alltsa visa att det finns trappfunktioner ¢, ¥ : A — R
som uppfyller definitionen av integrerbarhet. For att visa detta anviands att
f ar likformigt kontinuerlig, ty f &r kontinuerlig och A kompakt. Partitioner
véljs sedan sa att diametern av varje ruta dr < . Lat sedan trappfunktio-
nerna ¥ och ¢ anta storsta respektive minsta vardet pa varje delruta och

betrakta differensen mellan dem.



