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1 Introduktion

Det hér ar en sammanfattning av foreldsningarna under ldsvecka 4 och 5 i kursen
flervariabelanalys. Lésvecka 4 bestod av multipelintegraler och hur man med
hjélp av dessa kan berdkna volymer. Vi pratade dven om nagra tillimpningar
inom mekanik. Lasvecka 5 handlade framst om parametrisering av kurvor och
ytor men sista foreldsningen handlade om kurvintegraler.

2 Integration 6ver godtyckliga omraden

Léasvecka 4 borjade med lite rester fran ldsvecka 3. Namligen dubbelintegration
over mer godtyckliga omraden &n axelparallella rektanglar. Forst gjorde vi en
utvidgning av integrerbarhetsbegreppet.

Definition 1. Lat f(x,y) vara en begrinsad funktion pd en begrinsad mdingd
D och infor den utvidgade funktionen

) f(z,y) ndr (z,y) €D
fo(@,y) = {0 ndr (z,y) ¢ D.

Vi siger att f dr integrerbar over D om fp dr integrerbar dver nagon axelparallell
rektangel A som omfattar D, och vi sdtter da

//Dfdxdy://AfDdxdy.

Eftersom fp dr noll utanfor D dr definitionen oberoende av valet av den omgi-
vande rektangeln A.

Vidare fortsatte vi med att definiera begreppen kvadrerbar mangd och
nollméngd.



Definition 2. En mdngd N i planet kallas en nollmdngd om vi for varje tal
e > 0 kan tdicka dver N med dndligt manga axelparallella rektanglar vars sam-
manlagda area dr higst €.

Definition 3. En mdngd D kallas kvadrerbar om dess rand dr en nollmdngd.
Fran dessa definitioner formulerade vi dven foljande satser.

Sats 1. Om D dr en begrinsad kvadrerbar mingd i R? och f dr en kontinuerlig
funktion av tva variabler sa dr f integrerbar dver D.

Sats 2. Lat
D={(a,y)|a<z<b al@) <y< B}

dir a(z) och B(z) dr kontinuerliga funktioner sa att a(z) < B(z) Yz € [a,b].
Da galler:

(i) D dr en kvadrerbar mingd

(i1) Om f dr kontinuerlig sa dr f integrerbar éver D och Fubinis sats giller,

dvs
/ /D f (. ) de dy = / b ( / f(:) f(,y) dy) dz.

3 Multipelintegraler

/..-/Df(xl,...,xn)dxl...dmn

av en funktion av n variabler 6ver ett omrade D C R™ kan tolkas som en tecknad
volym i R"*1, Vi bérjar med att behandla integration av funktioner dir n = 3,
sa kallade trippelintegraler. Fran tre variabler &ar det sedan litt att generalisera
till n > 3.

Det finns tva huvudsakliga metoder for att berikna trippelintegraler. Den
forsta dr genom att genomfora itererad integration. Om man kan visa att omradet
D C R? begriinsas av tva funktionsytor sa att

D ={(z,y,2) | (z,y) € ECR? a(z,y) <z < Bx,y)},

dér E ar projektionen av D pa xy-planet, kan integralen reduceras till en dub-
belintegral genom

Fla,y, 2) dedydz = e Fla,y,2)dz | dzdy.
D E \J=a(,y)

Den aterstaende dubbelintegralen kan nu beriknas som vanligt.

Den andra metoden for att berdkna trippelintegraler dr genom att genomféra
ett variabelbyte. Det finns hér en allmén sats som generaliserar variabelbyten i
dubbelintegraler (Sats 6.4.6 i PB) till hogre dimensioner. I fallet n = 3 fas da
foljande sats.

Multipelintegralen



Sats 3. Lat

vara en bijektiv C'-avbildning av ett Oppet begrinsat kvadrerbart omride E
i wow-rummet pa ett motsvarande omrade D i xyz-rummet, sadan att J =

J(u,v,w) = g(u’;”j))) #0 4 E. Da dr

///f nYE dzdydz*///f u, v, w), h(u, v, w), k(u, v,w))|J| dudv dw

om funktionerna under integraltecknen dr integrerbara over respektive omrade.

De tva viktigaste exemplen pa variabelbyten &r bytet fran Cartesiska koor-
dinater till cylindriska respektive sfiriska koordinater. Cylindriska koordinater
fas genom variabelbytet

x = 7rcosb
y=rsinf
z =2z,

dér |J| = r, och sfériska koordinater fas genom

T = psin@ cos ¢
y = psinfsin ¢
z = pcosb,

dir |J| = r?sinf.

4 Volymberikningar

Volymen av ett kvadrerbart omrade K C R™ beriknas genom

Vol(K):/-~-/Kd:c1...da;

4.1 Volymen av det n-dimensionella enhetsklotet

Volymen p(B,,) av det n-dimensionella enhetsklotet B,, i R™ ges av rekursions-
formeln

w(By) =2
p(Bz) =
M(Bn) = 2?/“L(Bn72)7 n= 3747

Detta fas genom att forst kolla pa integraler av formen [, h(||x||)dz, dér
h dr en funktion i en variabel och D #r omradet mellan tva n-dimensionella



sfarer med centrum i origo, ddr den mindre sfaren har radien a och den storre
b. Tillimpning av nivaytor ger

b
/Dh(HwH)dw:/a h(r)\V'(r)dr, (1)

dér V(r) &r volymen av det n-dimensionella klotet med radien r. Variabelbytet
x = ry, med funktionaldeterminanten ™, ger

Vir)= / dxe = / rdy = r"u(By),
||| <r llyll<1

ar p(By,) dr volymen av det n-dimensionella enhetsklotet.

Enhetsklotet kan uttryckas B, : 2% + ... + 22_; + 22 < 1. For en och tva
dimensioner géller p(B;) = 2 (intervallet [-1, 1]C R) och p(Bsz) = 7 (enhetsski-
vans area). Nu ska volymen pu(B,,) beriiknas genom itererad integration. En inre
dubbelintegral med avseende pa x,_; och z, viljs, vars integrationsomrade C
dr en cirkelskiva i x,_1x,-planet som ges av

w2 2t <1—(af 4.+ 22 ,).

Ovriga variabler sitts i en yttre multipelintegral med integrationsomradet
z3 + ...+ 22_, < 1. Detta ger

w(Bp) = / dx = / / (// dr,—1 da:n> dzry...dx,_2 =
B, Bn_s c
= / . / (1= (27 +..22_y)) doy...dz,_a.
Bn—Z

Resultatet i ekvation (1) samt sétt h(u) = 1 — u? och V(r) = r"~2u(B,,_2) ger
nu

1(Bo) = (n — 2)u(Ba) / w1 =) Sdr = 2 (B, ),

vilket tillsammans med p(By) = 2 och u(Bg) = 7 dr rekursionsformeln som
sOks.

5 Mekaniktillampningar

En viktig anvéindning av multipelintegraler &r mojligheten att rdkna ut mas-
scentrum. For att kunna gora det krivs det ett antal definitioner for att ge
forstaelse for samband mellan integralen 6ver en kropp och masscentrum. Av
rimliga skél krivs det en massa for att ge nagon betydelse till masscentrum.

Definition 4. Sdg att du har en kropp som ockuperar ett omrade K i rummet
och som har varierande densitet p(x,y,z). Da dr kroppens totala massa

m = /// p(x,y, z)dx dydz.



Masscentrumet kan dérefter delas upp i olika fall relativt till varje led (z,y, 2),
sa att man erhaller medelvirdet av massans position i respektive led.

Definition 5. Masscentrumet for den foregaende kroppen dr
m = (Mg, My, m),

dar
_— fffo cp(z,y, 2)dx dy dz

* [f [ p(2,y, z)dx dy d=
iy = [y plx,y,z)dedydz

I p(2,y, 2)de dy dz=

. Iz pla,y, z)dz dydz

* I p(x,y, z)dz dy dz

Definition 5 menar att masscentrumet &r medelvirdet av massans position i

respektive led. Mer allmént definieras medelvirdet av en funktion pa ett omrade
K.

Definition 6. Lat f(x,y,z) vara en integrerbar funktion av 3 variabler och
K CR? ett begrinsat kvadrerbart omrade.
Da ges medelvirdet av f pa K av

= I flz,y, z)dz dy dz
K [[[cderdyd>

6 Parametrisering av kurvor

Definition 7. Lat n € N och a,b € R dira < b. Lat dven r : [a,b] — R"
vara en kontinuerlig funktion av en variabel. Da kallas v for en parametriserad
ortenterad kurva i R™.

Den fysikaliska tolkingen i R? av Definition 7 #r att en partikel rér sig lings
med kurvan under ett visst tidsintervall. Det vill sdga mellan t = a och t = b
langs kurvan 7 ([a,b]). Det &r ocksa viktigt att observera att en enskild orien-
terad kurva kan parametriseras pa odndligt manga olika siitt. I den fysikaliska
tolkningen motsvarar detta hur fort partikeln ror sig lings kurvan r. Detta
motiverar definitionen av féljande begrepp.

Definition 8. Hastigheten vid tiden t dr v'(t).
Definition 9. Farten vid tiden t dr ||r'(t)]|.
Definition 10. Accelerationen vid tiden t dr v" (t).

En kurva som beskrivs i Definition 7 betecknas ofta med . Men det &r vik-
tigt att komma ihag att samma notation &ven anvinds fér kurvor utan en given
parametrisering. Dessutom betecknar —vy samma kurva fast efter ett oriente-
ringsbyte.



6.1 Kurvlingd

Langden av en parametriserad kurva definieras som

b
L ;:/ I ()] dt. @)

En viktigt foljd av att definiera lingden enligt ekvation (2) &r att kurvans lingd
dr oberoende av r:s parametrisering. Nedan foljer en bevisskiss.

Lat 71 : [a,b] — R™ och ra : [¢,d] — R™ vara tva olika C! parametriseringar
for kurvan 4. Det betyder att det finns en viixande C! funktion ¢ : [a, b] — [c, d]
sa att

r1(t) = r2(¢(t)) Vit € [a,b].
Enligt ekvation (2) blir lingden

b b
L= [ I ®llde= [ fra’ (0(0))] .

Det kan nu med hjilp av variabelbytet s = ¢(t) och kedjeregeln visas att

b d
/ 2/ ()] dt = / 72/() ds.

Alltsa beror inte lingden pa parametriseringen vilket dr forvéintat.
Ett viktigt specialfall av ekvation (2) i tva dimensioner &r att ifall kurvan -
kan skrivas som en del av funktionskurvan y = f(z) sa kan lingden L skrivas

SOom b
L:/ VI F@) dr. (3)

Ekvation (3) foljer fran den naturliga parametriseringen av en funktionskurva
som i R? ges av

r(z) = (z, f(2)).
Fran detta blir derivatan

r'(z) =1, f(2)),
I (@) = (1, £ (@)l = V1 + f(x)2.

med ldngden

7 Parametrisering av ytor

Definition 11. Ldit D C R2 vara ett begrinsat, kvadrerbart omrade. En C-
funktion r : D — R"™ kallas for en parametriserad C'-yta i R™

Vi kommer fokusera pa fallet da n = 3, det vill siga da det handlar om en
yta i rummet.

Lat f(x,y) vara en C'-funktion av 2 variabler sidan att z = f(x,y) ir en
funktionsyta. En naturlig parametrisering &r da



r(z,y) = (z,9, f(2,y)).

En sfar av radie a kring origo parametriseras mest naturligt med sfiriska
koordinater

r:[0,7] x [0,27] — R? n
(0,¢) — (asin(f) cos(¢), asin(f) sin(¢), a cos(h)).

7.1 Area av en parametriserad yta

Givet en parametrisering

r:D— R3

(s,t) = r(s,t) = (x(s,t),y(s, 1), 2(s, 1))

kan ett infinitesimalt areaelement bestdmmas som dS = |u x v, dir u
och v &r infinitesimalt sma fordndringsvektorer till ytan. Vid foérdndringarna
(s,t) = (s +ds,t) och (s,t) — (s,t + dt) far vi

or

r(s+ds,t) =r(s,t)+ Ep (s,t)ds
0
= u= a—:(s,t) ds
respektive
or
r(s,t+dt) =7r(s,t)+ 5 (s,t)dt
or
= —(s,t)dt
vilket ger den infinitesimala arean
or or or Or
ds = = ||z=ds x —dt|| = || =— x =|| dsdt.
S =Jlu xv| Has §X = H 95 < ol

Da kan arean av en parametriserad yta beriknas som
or Or

Yt =
area / /D 99 X 5

Ett viktigt specialfall 4r nér arean av en funktionsyta ska bestdmmas. Lat
z = f(x,y), da kan ytan parametriseras enligt

ds dt.

T(l‘,y) = (x,y,f(x,y)),



som har arean

a
T da:dy—/ (1,0, £2) % (0,1, £,)|| dz dy

::/KJK—ﬂ”—ﬂHUHdwdy=1KAf¢T1}§17§d$@%

Ett annat specialfall &r ndr man har en implicit definierad funktionsyta. Lat
F(x,y,z) = 0 vara en hypernivayta, dir F, # 0. Da har vi enligt implicita
funktionssatsen en funktionsyta z = f(x,y) som uppfyller att

(5)

F,
fo=—t
F,
fy - _Fz.

Detta ger, tillsammans med ekvation (5), arean

\JF2+ F2+ F?
+f+—yda:dy*// v dzdy:// IVE dx dy.
p |FZ]

B

Som exempel kan arean av sfaren med parametriseringen enligt (4) beriknas

enligt
27 T
/ / a?sin 6 do dop = 4ma®
0 0

8 Vektorfilt och kurvintegraler

Definition 12. Lat n € N. En vektorvird funktion F : R™ — R"™ kallas for ett
n-dimensionellt vektorfilt.

Definition 13. Lat n € N. En funktion av n variabler f : R™ — R kallas for
ett n-dimensionellt skaldrfilt.

Definition 14. Lat n € N, lat v = {r(t)|a < t < b} vara en C'-kurva i R"
och lit F : R™ — R™ vara ett C°-vektorfilt. Kurvintegralen av vektorfiltet lings

kurvan v ges av ,
/ F(r(t)) - v/ (8)dt. (6)

Det gar att visa att kurvintegralen dr oberoende av parametriseringen av -y
pa samma sitt som i avsnitt 6.1.

Integralen i ekvation (6) kan fysikaliskt tolkas som arbetet som utférs da en
partikel paverkas av en kraft F' lings kurvan . Ett viktigt exempel fran fysiken
som kan visas med hjélp av kurvintegralen &ar att vid fritt fall &r arbetet som
utfors lika med forandringen i kinetisk energi. For att visa detta behéver vi forst
ett lemma.



Lemma 1. Lt u(t), v(t) vara C*-kurvor. Da dr

Z(ult) - o(t) = /(1) v(t) +ult) v/ (0).

Beuis.

(40 v(0) = 32 G0 ie) =
D uht) vit) + > uilt) - vi(t) = w'(t) - v(t) + u(t) - v'(t)

Vi kan nu sétta in kraften F = mr”(¢) fran Newtons andra lag i ekvation
(6). Da far vi att arbetet kan uttryckas som

b
/ mr’ (t) - 7' (t)dt.

Med hjalp av Lemma 1 kan vi skriva om detta till

bmod

5 %(r’(t) -r'(t)) dt.

Vid utrikning far vi da att
b
2 dt
mlr' )" m|r'(a
2 2

a

b
B @ = [ Lol -
I

= AK.

Ett annat fysikaliskt exempel pa temat dr Keplers lag. Den séiger att om en
partikel utfor en centralrorelse sa dr dess rorelseméngdsmoment konstant.

Definition 15. Rdrelsemdingdsmomentet for en partikel ges av r(t) x p(t), dir
p(t) dr partikelns rorelsemingd. Alltsa gdiller att rérelsemdingdsmomentet

L=r(t) xp(t) =m(r(t) xr'(t)).

Med hjalp av definitionen av rorelseméngdsmoment och ett lemma kan vi
visa Keplers lag.

Lemma 2. Lt u(t) och v(t) vara C*-kurvor i R®. Dd gdller att

d / /
a(u(t) x v(t)) = u'(t) x v(t) + u(t) x v'(t).



Vi kan nu visa Keplers lag. Det récker att visa att 4 (r(t) x '(t)) = 0. Enligt
Lemma 2 far vi att

d

ﬁ(r(t) xr'(t) =7 (t) x r'(t) + r(t) x " (t).

Den forsta termen /() x 7/(t) #r noll eftersom kryssprodukten av en vektor med
sig sjdlv alltid &r noll. Den andra termen r(¢) x v”/(¢) &r noll pa grund av att r
och 7" dr antiparallella vid centralrérelse och dirav dr rérelsemingdsmomentet
konstant.

10



