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1 Multipelintegraler och nollutvidgningar

For att berdkna integraler anvinder man sig ofta av axelparallella rektanglar.
Omradet som ska integreras 6ver delas da upp i ett antal axelparallella rek-
tanglar vars integraler beriknas och adderas for att fa fram resultatet. For
att beridkna dessa integraler anvinds de metoder och satser som beskrivs
nedan. Vi borjar med en sats och en definition.

Sats. Varje kontinuerlig funktion dr integrerbar éver en azelparallell rektang-
el och Fubinis sats gdller.

Definition. Lat D C R? begrinsat. For en supermingd D* O D och en
funktion f : D — R sa kan vi definiera nollutvidgningen av f till D* vilket
ar funktionen f*: D* — R som ges av

) f(®x) om xzeD
f(w)_{o om e D*\D

Vi séger att f ar integrerbar pa D om det finns en axelparallell rektangel
A D D sa att nollutvidgningen av f till A &r integrerbar éver A.

1.1 Nollméingder

En mingd D C R? sigs vara en nollmingd om det for varje e > 0 finns
andligt manga axelparalella rektanglar
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sa att . .
U A; > D och Z arean(A
i=1 i=1

Anmdarkning. En nollmédngd &r en méngd vars rand ej har en area vilket
oftast &ar en glatt kurva.

1.2 Kvadrerabara mingder

En mingd D C R? sigs vara kvadrerbar om dess rand #r en nollméingd.

Sats. Om D ir en begrinsad kvadrerbar mingd i R? och f dr en kontinuerlig
funktion av tva variabler sa gdller att f dr integrerbar dver D.

Sats. Lat D = {(z,y)|la < x < b,a(x) <y < B(x)} dir a, B dr kontinuerliga
funktioner. Da gdller

e D dr en kvadrerbar mdngd

e Om f integrerbar 6ver D och Fubinis sats gdller

J[ t@ydzay = | o / f()) F,y) dy M)

1.3 Trippelintegraler

Berékningar av trippelintegraler sker pa samma sétt som néar man berdknar
dubbelintegraler med tillagget att det gors fler ganger. Om D till exempel &r

D:{(x,y,z); a(x,y) < ZSB(II),y), (ZL’,y) € E}

sa ges integralen av

B(zy)
// f(x,y, z) dedydz = // (/ fz,y, z) dz) dxdy
z=a(z,y)

For att berdkna den yttre dubbelintegralen kridvs att E ar projektionen
av D pa xy-planet. Det gar ocksa att anvidnda sig av variabelbyten for att
berdkna trippelintegraler pa samma séitt som nér det anvénds for att berdkna
dubbelintegraler. Formeln for detta ges av

///f ) dy duy dus = ///f (w)| duy duy dus,



Ett exempel pa ett sadant variabelbyte ar det fran kartesiska koordinater till
sfariska koordinater som gors pa foljande sétt.

x=p-sinf-cos¢

y=p-sinf -sin ¢

z=p-cosf
o(z,y, z)

dr dydz = H—

~dodfdd = p*sin@dpdfd
3p.0,0)| PWA0=r pdbdg

Detta ger

///Df(:v,y,z)dxdydz:///EG(P797¢)P281T19dpd0dgb

dar G(p, 0, ¢) ér en funktion av de ny variablerna.

1.4 Integraler i hogre dimensioner

For integraler i dimensioner hogre &n tre anvénder vi féljande beteckning.

/---/Df(asl,...,xn)dxl...da:n = /Df(ac)dm (2)

I flera dimensioner definieras volymen, likt i tva och tre dimensioner,
u(D) som

u(D) = /D lda (3)

dar @ = (x1, 29, ... 2,).

1.5 Beridkning av multipelintegraler

Vi anvédnder vid berdkning av multipelintegraler samma metoder som vid
beridkning av dubbel-, trippel- och enkelintegraler det vill sdga itererad in-
tegration, variabelbyte och integration med hjilp av sa kallade nivaytor.
Anvindning av nivaytor ger till exempel att integralen [, h(|x|)dx &r lika

med ff h(r) - V'(r)dr dir

D ={xeR"a< |z <b} & V(r) dr volymen av klotet {x € R™; || < r}



2 Vektorfilt och kurvintegraler

2.1 Definition av vektorfilt

Definition. Lat n € N. En vektorvard funktion
F:R" - R"

kallas for ett n-dimensionellt vektorfilt. Observera att om malméngden &r
endimensionell sa kallas F for ett skalarfalt.

2.2 Definition av kurvintegral

Definition. Lat n € N och 1t v vara en C'-kurva i R" si att
v=A{r(t) | a <t <b}, och lat F vara ett n-dimensionellt vektorfilt av klass
C°. Kurvintegralen av vektorfiltet F 6ver kurvan 7 ges av

/F('r(t)) rdt. (4)

Definitionen anvéands inom fysik for berdkning av det arbete som ett
kraftfilt utfor pa en partikel som ror sig langs en kurva.

2.3 Uttryck for fysikaliska storheter

Betrakta en partikel som ror sig lings en bana v = {r(t) | « <t < b}. For en
godtycklig tidpunkt t fas partikelns position av r(t), dess hastighet av r(t)
och dess acceleration av r”(t). Partikelns fart fas av [r”(¢)| och dr anvéindbar
vid exempelvis berdkning av en kurvas langd.

Av Newtons andra lag foljer det att F(r(t)) i den sa kallade arbetsinte-
gralen i (4)) kan ersittas som F(r(t)) = mr”(t) dir m betecknar den rorliga
partikelns massa.

3 Mekaniktillimpningar

3.1 Tyngdpunkt

Lat K vara en kropp i R® med varierande densitet p(z,y, 2). Punkten kring
vilken kroppen #r i momentjamvikt, oavsett riktning pa den parallellver-
kande tyngdkraften, definieras som kroppens tyngdpunkt. Tyngdpunkten rp
bestédms enligt

rr = (o7, yr, 21). (5)
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Antag att tyngdkraften verkar i z-axelns riktning. Momentet for ett masse-
lement dm = p(x,y, z)dxdydz i punkten (z,y,z) med avseende pa en axel
genom rp parallell med y-axeln blir da

g(p(z, Y, z)dmdydz) (x — zr), (6)

déar g ar tyngdkraftsaccelerationen och (z — zr) dr det vinkelrdta avstandet
i z-led fran punkten (z,y, z) till axeln genom rr. Se figur nedan.

gl z -

| (xy,2)
x_xf\.

/

Figur 1: Moment av ett masselement dm i punkten (x,y, z). Den skuggade
fyrhorningen beskriver en kropp K.

Momentet med avseende pa samtliga axlar ges av trippelintegralen

/ / /K (z — ) p(,y, 2)dadyds = 0. (7)

Ekvationen kan skrivas om till

mar = /// xp(x,y, z)dxdydz,
K
m = /// p(x,y, z)drdydz.
K

Alltsa kan zp skrivas som

o Jcw oy, 2)drdyd>
T e oy, 2)dwdydz

b}

déar




Koordinaterna y; och zp bestdms pa samma vis.

3.2 Troghetsmoment

Lat aterigen K vara en kropp i R? med varierande densitet p. Kroppen roterar
med vinkelhastigheten w kring en fixerad axel [. Det vinkelréta avstandet fran
punkten (z,y, 2) till [ betecknas med a(z,y, z) och har hastigheten v = aw.
Rorelseenergin for ett masselement dm = pdxdydz i punkten (x,y,z) blir
enligt formeln %mvz lika med

1 1
§dm(aw)2 = §w2pa2d:rdydz.

Hela kroppens rorelseenergi ges alltsa av trippelintegralen

1
—/// pa’wdrdydz. 9)
2J)J) )k
J = /// pa’dxdydz
K

kan rorelseenergin nu beskrivas som

Om vi satter att

1
§Jw2. (10)

Talet J &r kroppens troghetsmoment med avseende pa axeln [, och be-
skriver det vridmoment som kravs for att kroppen K ska uppna en specifik
vinkelhastighetsforandring Aw per bestamd tidsenhet. Berdkning av J blir
speciellt enkel nédr [ sammanfaller med en av koordinataxlarna. Om K till
exempel roterar kring y-axeln ar a(z,y, z) = Va2 + 22 och

J = ///K p(x,y, 2) (2% + 2*)drdydz.

3.3 Det n-dimensionella enhetsklotet

Sats. Lat B, vara det n-dimensionella enhetsklotet och V,, = vol(B,,). Da

gdller att

2
Vi=2 Va=m, Vi="2V,, ¥n>3. (11)
n

Beuvis. Lat

Vn:/.../ dxidxs...dz, (12)
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och
n—2

n n—2
B, : fo <1 @fo <1—(22 +22) e a2  +a12 < 1—2@2. (13)
i=1 i=1

=1

Anvéand Fubinis sats och integrera forst med avseende pa x, 1 och x,. Vi far

da att
/ d:):l...dmn:/ dxy...dx,_o // dx,_1dx, |,
n Bn—2 C

dar C ar cirkelskivan i (z,,—1 — z,,) - planet. Alltsa kan likheten ovan skrivas

som ,
/ dxy...dzr, = 7T/ <1 - fo) dxy...dz, . (14)
" B2 i=1
Lat nu g(z1, ..., Tn_2) = 1/ St 2. Da ér h(r) = 1 —r2 och

B9 =Do1={(21,....;0p-2) | 0 < g < 1}
Nu kan hogerledet i ekvation [14] skrivas om till

7r/0 h(r)V'(r)dr, (15)

dér V(r) = Vol(Dy,). Eftersom Dy, &r ett (n — 2) - dimensionellt klot med
radien r ar
V(r) =V, _or" 2
och
V'(r) = Vo_a(n — 2)r" .
Inséttning i ekvation [I5] ger att

1
Vn = 7T/ (1 — TQ)Vn,Q(TL — 2)7"“73 dr =
0

n—2-

:W(n—2)Vn_2( 1 1)2271'

n—2 n

4 Volymberikning med hjilp av trippelinte-
gral

Lat en generell trippelintegral vara

1= [[[ #te.n.2) dedya
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4.1 Fysikalisk tolkning av trippelintegral

Betrakta kuben Q@ C K C R? med sidorna dz, dy dz och lat f(z,y,z) vara
en funktion for densiteten i punkten (x,y, z). Densiteten i () kan antas vara
konstant ty kuben &r godtyckligt liten. Massan av () ges da av

dm = f(z,y, z) dedydz.

For att berdkna massan av hela kroppen K integrerar man 6ver alla mass-
bidrag dm i K, detta ger

m(K):///Kdm:///Kf(x,y,z)da:dydz:l.

Saledes ar den fysikaliska tolkningen av en trippelintegral att

/ / /K @y, 2) dedydz = m(K).

4.2 Volymberikning

Lat f(z,y,z) = 1. Eftersom massan dr lika med densiteten ganger volymen

géller
/// dxdydz = vol(K)
K

om K C R3. Vidare om omradet K begrinsas av tva funktionsgrafer till
f(x,y), g(z,y), alltsa den méngd

K ={(z,y,2) | (x,y) € ECR% f(z,y) <z < g(z,y)}

dér E ar projektionen av K pa xy-planet, géller

vol(K) = / / /K dedydz = / /E ( /f (g(:) dz) drdy =
= [ (s6e.0) = ste.) dody.

4.3 Koordinatbyten

Det kan vara av intresse att gora ett koordinatbyte for att forenkla omradet
K till ett mer hanterligt omrade G. Det finns en allmén sats som generaliserar
satsen for variabelbyten i dubbelintegraler sa att den géller for tre variabler.
Lat



r = g(u,v,w)
y = h(u,v,w)
Z = k(u7v7w)7

det géller da att

///K f(@,y,2) dedydz =

B ///G Flg(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w))[J (u, v, w)| dudvdw

déar
d(z,y,2)
d(u,v,w)’

Eftersom man vid volymberékning later f(z,y,z) = 1 kommer &ven

J(u,v,w) =

flglu,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)) =1

gilla efter ett godként variabelbyte. Detta innebér att det for volymberdkning
vid ett koordinatbyte foljer

vol(K) = / / /K dedydz — / / /G 1T (u, v, w)|dudvduw.

Volymen av K vid ett koordinatbyte till cylindriska koordinater:

vol(K) = / / /G rdrdfdz.

Volymen av K vid ett koordinatbyte till sfariska koordinater:

vol(K) = / / /G rsin(6) drifd

5 Kurvor

Vi borjar med en definition.

Definition (Av kurva). Lat a < b vara reella tal och = : [a,b] — R" en
vektorvird C!-funktion. Bilden 7([a, b)) kallas fér en C*'-kurva i R™ och sjélva
funktionen r kallas for en parametrisering av kurvan.



Exempel. Ser vi pa det rita linjesegmentet i planet mellan origo och punk-
ten (1,1) kan detta a ena sidan parametriseras som

r(t) = (t,t), for 0<t<1

;(1)— O ‘)<1<2,
272 9 — —

Ovanstaende exempel belyser det faktum att en och samma kurva kan ha
olika parametriseringar.

5.1 Acceleration, hastighet och fart

Om vi i en parametrisering av en kurva tolkar parametern ¢ som en tidpunkt
leds vi till att gora foljande naturliga definitioner.

Definition (Av hastighet, acceleration och fart). Lat r : [a,b] — R™ vara
en parametriserad C'-kurva som representerar en partikels rérelse mellan
tidpunkterna t = a och t = b. Da séger vi att partikelns

(i) hastighet vid tidpunkten ¢ ar ()
(ii) fart vid tidpunkten t ar |r'(t)]
(iii) acceleration vid tidpunkten ¢ ar r"(t).

Med dessa definitioner kan vi i foregaende exempel sidga att de bada
partiklarna ror sig ldngs samma bana med olika hastighet och fart, forutsatt
att lampliga enheter har valts. Dock har de samma acceleration.

5.2 Kurvliangd

Haller vi oss till den fysiska tolkningen av parametriseringen och betraktar
léingden ds som partikeln ror sig under tiden dt kan vi approximera denna
genom att anta att rorelsen sker med konstant hastighet under tiden dt. Vi

har alltsa
ds = |r'(t)| dt

som en approximation. Later vi tiden vara mycket liten och integrerar mellan
tidpunkterna t = a och t = b far vi

b
s= [
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dér S &r strackan som partikeln fiardats mellan tidpunkterna ¢ = a och t = b.
Mer allmént talar man om kurvlidngden mellan tva punkter pa kurvan.
Om det ska finns nagon mening i att tala om en kurvas léngd bor denna
vara oberoende av av vilken parametrisering vi anvénder. Later vi v vara en
kurva med tillhérande parametrisering r(t) har vi kurvlangden S som ovan
mellan tidpunkterna ¢ = a och ¢ = b. Byter vi parametrisering genom

t=o¢(u), for a<u<pf,

dir ¢(a) = a och ¢(8) = b och betraktar u som var nya parameter far vi
med hjilp av kedjeregeln att kurvlingden blir

/j Z—Z du:/j Z_;.Z_Z
/j 17 (p(w)) - ¢'(u)| du = /j |7 (¢(u))| &' (u) du

och om vi gora variabelbytet ¢ = ¢(u) i denna far vi

/|r )| dt,

vilket dr samma kurvldngd som for den ursprungliga parametriseringen.

du =

5.3 Integration av skaldrvirda funktioner

Lat r(t), a < t < b, vara en parametriserad C'-kurva v i R" och f(x) en
integrerbar funktion av n variabler. Integralen av f langs kurvan siags da vara

/f (1) dt.

Speciellt far vi for f(x) = 1 kurvans langd.

En fysikalisk tolkning av uttrycket ovan dr om vi har en tunn string
som stracker sig i tre dimensioner och déar f(a) beskriver stavens densitet i
punkten . Da beskriver integralen ovan strangens totala massa.

6 Ytor

6.1 Parametrisering av ytor

Definition. Lat D C R? vara ett begréinsat, kvadrerbart omrade. En C'-
funktion r : D — R” kallas fér en parametriserad Cl-yta i R".

Vi fokuserar speciellt pa fallet n = 3, alltsa néir vi dr i rummet.
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6.2 Area av en parametriserad yta

Givet en parametrisering r(s,t), dir r : D — R? samt s,t € D, ska vi ta reda
pa det infinitesimala areaelementet dS.

[ en viss punkt r(s,t) pa ytan finns vektorerna % och g’t" som tillhor
tangentplanet. Om man gar &ds och ‘9’”dt i respektive riktningar far man

tva infinitesimala langder, samt en area v11ket illustreras i Figur 2.

or

e

or
grdt

ds

or
e ds

Figur 2: Illustration av arean av parallellogrammet som spéanns upp av de
tva vektorerna.

Denna infinitesimala arean ar storleken av vektorprodukten

(9r or
%d Edt 9s ot

Detta leder till att satsen for area av en parametriserad yta kan skrivas upp.

s = dsdt (17)

or or ’

Sats. Ldt D wvara ett begrinsat omrdde i R? och r: D — R3 en parametri-
serad yta. Da gdller att ytans area ges av

Jha:

Speciellt for funktionsytor r(z,y) = (z,y, f(x,y) har vi att ytarean av

denna funktion ges av:
//\/f§+f§+1dxdy (19)
D

" dsat. (18)
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6.3 Integration av skalarfilt 6ver ytor

Lat r : D — R3 vara en parametriserad C'-yta och f : R® — R en skaldrvird
integrerbar funktion. Da géller att ”integralen av f 6ver ytan”=

/[ s

o or
Os Ot

dsdt. (20)
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