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1 Implicita funktionssatsen for 2 variabler

Formulering: Lat F(z,y) vara en C'-funktion och (a, b) vara en punkt pa nivikurvan F(z,y) =

C. Om Fy(a,b) # 0 sa finns en omgivning U till (a,b) s.a. restriktionen av nivakurvan till U

implicit definierar en C!-funktion y = f(z). Fér derivatan giller: f’(z) = —%

Beviset av satsen uteldmnas, men notera att givet existensen av en sadan omgivning U, foljer
formeln for f’(x) fran implicit derivering, alltsa kedjeregeln. F(z,y) = C och y = f(z).
Utfor variabelbytet u = z,v = f(z). = F(x,y) = F(u,v) = F(u(z),v(z)) = € =0 =

dz
ou ov
oOF oOF _ OF/0u __ F,
o 5z tov gy = f'(x) = —5F5 = —F
~~ ~—
=1 = f'(x)

2 Integration i 2 variabler

/ /D f(z, y) da dy (1)

den tecknade volymen mellan funktionsytan z = f(x,y) och arean D i xy-planet, dir f(z,y) ar
hojden, dz dy en infinitesimal rektangel i xy-planet och f(z,y)dx dy en infinitesimal tecknad
volym.

" Definition”. Lat D C R2. D4 ar

2.1 Fubinis sats 1.0

Lat f(xz,y) vara en kontinuerlig funktion och A vara en axelparallell rektangel enligt A =
{(z,y)la <z <b,c <y <d}. Da giller det att

//Af(:c,y)dxdy—/cd (/abf(x,y)dx> dy—/ab (/jf(x,y)dy) dz. (2)

Intuitivt kan detta ses som att volymen skivas pa 2 olika sétt.

2.2 Fubinis sats 2.0

Lat D CR%, D = {(z,y)|a <z < b,a(z) <y < B(x)} dir a(z), B(x) dr kontinuerliga funktioner
av z s.a. a(z) < B(x),Vz € [a,b]. Om f(z,y) dr en kontinuerlig funktion innebér det att

//D f(z,9) dxdyz/ab dx/j:) f(z,y) dy. 3)

2.3 Variabelbyten i dubbelintegraler

Sats 6.4.6 forklarar det viisentliga med variabelbyten i dubbelintegraler. Ett viktigt och anvéandbart
exempel pa ett variabelbyte dr bytet mellan kartesiska och polédra koordinater.

2.3.1 Sats 6.4.6

Lat z = g(u,v),y = g(u,v) vara en bijektiv C'-avbildning av ett &ppet begrinsat kvadrerbart

omrade F i uv-planet pa ett motsvarande omrade D i zy-planet sadan att J(u,v) = ggizg #0

i E. Da ar

//D fz,y)dedy = //E flg(u,v), h(u,v)) | J(u,v) | dudo. (4)



2.3.2 Polira koordinater

Gor variabelbytet g(r, 0) = rcos(0), h(r,0) = rsin(0), dir

d(z,y) cos(0) —rsin(0)
| J(u,0) |= d(u,v) = det (sin(ﬁ) rcos(0) ) - (5)
Da ges
/ /D f(a,y)dedy = / /E F(g(r.0), h(r, 0))r dr 6. (6)

2.4 Dubbelintegraler och nivakurvor

Sats: Lat g : R?> — R vara en C'-avbildning och A : R — R vara en C?-avbildning. Lat
D C R? vara kvadrerbart och antag att a < g(z,y) < b, V(z,y) € D. Sétt A(u) =Area{(z,y) €
Dlg(z,y) < u}. Da giller att:

J[ mow.yazay = [ " h(w) 4 () (7)

3 Foreldasning 3

3.1 Gauss sats

Gauss sats séger att

/ e~ dz = /7. (8)
—00
Bevis. Sétt .

I= / e da. (9)

Med Fubinis sats

12:/ e_”zdx/ e_yzdy://RZ eV dady. (10)
— 00 — 0o

Variabelbyte till poldra koordinater ger

27 00 0o
1
I’ = dé e rdr =21 — —e " =. (11)
0 0 2 0
— I’=r.
— [ = /7.
O

3.2 Generaliserade dubbelintegraler

Det finns tva typer av generaliserade dubbelintegraler, antingen &r funktionen obegrinsad eller
sa dr omradet som integreras over obegriansat. I envariabelanalysen géller foljande exempel for
obegriansad funktion:

1 1 1
. —, t> -1
/ ztdz =0 lim ztde = 7
0 e—0 € o0, t S —1.



For ett obegriansat omrade géller foljande:

[e's) N 1
. ——, t< -1
/ 2'dz "2 lim ride = t+1°
1 N— oo Jq 00, t>—1.

For dubbelintegraler med flera variabler géiller samma princip som for enkelintegraler med en
variabel. Malet dr att med hjilp av Fubinis sats samt eventuella variabelbyten, reducera tva
variabler till en och sedan applicera ovanstaende princip.

4 Foreldasning 4

4.1 Def 0.1
Lat a,b,c,d € R s.a. a < ¢, b < d. Miéngden A C R? given av
A={(z,y)la <z <bec<y<d} (12)

kallas for en sluten axelparallell rektangel.

Notation: A = [a, ] X [c, d].

4.2 Def 0.2
Givet a < b, en partition av det slutna intervallet [a,b] dr en dndlig sekvens
a=T9g <21 <T3 < ...<Tp_1 <x,=> (13)
4.3 Def1
Givet en axelparallell rektangel A = [a, b] X [¢, d] och partitionerna
a=20<T1 <T2< ... <Tp_1<Tp=2>b (14)
c=Yo <Y1 < Yo < oo < Ym-1 < Ty = d. (15)

En funktion @ : A — R kallas for en trappfunktion om & har ett konstant virde pa varje
delrektangel [;, Zit1) X [y, Yj+1)-

Dubbelintegralen av @ definieras som

//A &(x,y)dxdy Def Z Z(L —2i—1) (Y — Yj—1)Cijs (16)

i=1 j=1

dér ¢;; dr @:s konstanta virde pa delrektangeln [z,—1,2;) X [yj—1,¥;)-

4.4 Def 2

Lat A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R en funktion. f séigs vara
integrerbar 6ver A om det for varje € > 0 finns trappfunktioner @, ¥ pa A sadana att.

P(z,y) < flz,y) < ¥(z,y) V(z,y) € A, (17)

//A VU(x,y)dzdy — //A P(x,y)dedy < e. (18)

Notera att om f dr integrerbar 6ver A sa &r

itilj)c//A@(m,y)dxdy = ngi}//A U (z,y)dzdy et //A f(z,y)dx dy. (19)



4.5 Sats 6.1.3

Lat A = [a, ] x [b, d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R vara en kontinuerlig funktion.
Da galler att:
1. f ar integrerbar 6ver A.

2. [\ fla,y)dady = [ dy([ f(a,y)de) = [ da([; f(z,y)dy).

Beviset av denna sats utnyttjar féljande tre lemman.

4.6 Lemmal

Lat K C R"™ vara en kompakt méngd och f : K — R en kontinuerlig funktion. Da &r f likformigt
kontinuerlig pa K, dvs Ve > 0, 36 > 0, sa att

(561,1‘2 € K) och ||$1 — .132” <) = | f(JZl) — f(.T?Q) |< E. (20)

4.7 Lemma 2

Om A = [a,c] x [b,d] och f: A — R dr kontinuerlig, sa existerar bada de itererade enkelinte-
gralerna

/ i | #wpan (21)
och

[ st ). (22)

4.8 Lemma 3
Om A = [a,c] X [b,d] och & : A — R &r en trappfunktion, sa dr

//A P (z,y)drdy = /bd dy(/ac@(x,y)dx) = /aC dx(/bd ®(x,y)dy). (23)
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