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Grupp 5A 4 NAGRA SATSER

1 Sats 6.1.3

Om funktionen f(z,y) dr kontinuerlig pa den kompakta rektangeln A{(z,y);a <
x < be<y<d}sair f integrerbar 6ver denna. Vidare giller Fubinis sats.

2 Allméan definition

Lat D C R? vara begrinsad. Foér en supermingd D* C D och en funktion
f: D +— R, sakan vi definiera nollutvidgningen av f till D*, vilket &r funktionen
f*:D* — R som ges av

(1)

win ) f(x)omx€ D
0 = {OomxeD*\D

Vi séiger att f dr integrerbar pa D om det finns en axelparallell rektangel
A C D sa att nollutvidgningen av f till A &r integrerbar 6ver A.
3 Nollmingder

En miingd D C R? siigs vara en nollméngd om det for varje € > 0 finns #indligt
méngd axelparallella rektanglar Ay, Ag, Ag, ......... , A\, s& att

(i) U?:l Ai2D

(i) Y8, Area(L;) <e

3.1 Definition

En mingd D D R? sigs vara kvadrerbar om dess rand &r en nollméngd.

Om z C R", bestar dz av de punkter p € R” sa att varje omgivning till p
innehaller punkter bade innanfér och utanfor x.

En nollméngd i R? utan area #r alltsa en kvadrerbar mingd som vars rand
inte har nagon area(bestar av glatta kurvor).

4 Nagra satser

4.1 Sats 1

Om D #r en begrinsad kvadrerbar méngd i R? och f dr en kontinuerlig funktion
av tva variabler sa dr f integrerbar 6ver D.
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4.2 Sats 2

Lat D = { (z,9); a < = < bya(x) < y < B(a)}, dir o & B #r kontinuerliga
funktioner. Da géller

(i) D é&r en kvadrerbar méngd
(ii) Om f &r kontinuerlig sa ér f integrerbar 6ver D och Fubinis sats giller,

det vill séiga [ [}, f(z,y dxdy—f da:fﬁ(m)fxy) dy

4.2.1 Exempel

1da(zry) € Q
0 annars

fA01]x[0,1] =R, f(z,y) = {
dr inte integrerbar.

Ett annat sdtt att visa att integralen inte &r integrerbar dr att undersoka
méngden D = {(z,y) € [0,1] x [0,1]|(z,y) € Q}, vilket inte &r kvadrerbar ty
0D =1[0,1] x [0,1] som tydligt inte &r en rektangel.

5 Integration i hogre dimensioner och trippelin-
tegraler

5.1 Trippelintegraler

Om vi har trippelintegralen [[[,, f(x,y, z)dzdydz kan vi tolka den som en teck-
nad volym i R*.

5.1.1 Anvindningsomraden

e Vi kan anvinda trippelintegraler for att berikna volymer i R3. Om vi
sitter f =1,D € R? sa &r vol(D) = [[[, dedydz.

e Om man kan visa att omradet D begrinsas av tva funktionsgrafer, D =
[(z,y,2)|(z,y) € R3, f(x,y) < 2z < g(x,y)] s& kan trippelintegralen redu-
ceras till en dubbelintegral vilket ger

/// dedydz = / / drdy /fj:y dz = / [E lg(x,y) — f(z,y)ldzdy (2)

déar E ar projektionen av D pa xy-planet.
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5.2 Koordinatbyten

Om vi har z = g(u,v,w),y = h(u,v,w),z = k(u,v,w) sa ar

// f(z,y, 2)dzdydz = /// Fglu, v, w), h(w, v, w), k(u, v, w))|J (w, v, w)|dudvdw
(3)

dér J(u,v,w) = dety O(z.y,z)

O(u,v,w)

5.2.1 Cylindriska koordinater
x =rcos(0),y =rsin(f),z = z = dedydz = r - drdfdz

5.2.2 Sfiriska koordinater

x = psin(f)cos(a),y = psin(f)sin(a),z = rcos(0) = drdydz = r?sin(f) -
drdfda

6 Kurvor och ytor

6.1 Kurvor och parametrisering

Definition Lat n € N samt a < b € R . En kontinuerlig funktion r : [a, b] — R"
kallas for en parametriserad orienterad kurva i R™.
I samband med definitionen gor vi foljande observationer:

(i) Ett orienteringsbyte utfors genom att byta ut parametriseringenr : [a, b] —
R™ mot s : [a,b] — R"™ dir s(t) =r(b+a —t). Sitt t = a da
s(a) = r(b) dven s(b) =r(a)

(ii) En och samma orienterad kurva kan parametriseras pa oéindligt manga
satt.

Notation Standardnotation fér kurvor, med eller utan specificerad para-
metrisering ar . Notera dven att —v innebér ett byte av orientering.

6.1.1 Fysikalisk tolkning av kurva

Den fysikaliska tolkningen av en parametriserad, orienterad kurva

r: [a,b] — R"=2) (4)

dr att en partikel ror sig mellan tiderna t = a och t = b, mellan startpunkten
r(a) och slutpunkten r(b), langs kurvan

v=r:la] (5)

Givet en parametriserad kurva

r:[a,b] = R"t € [a,b (6)
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definierar vi féljande

Definition

(i) Hastigheten vid tiden ¢ &r r/(t).
(ii) Farten vid tiden ¢ &r ||r/(t)]].

(iii) Accelerationen vid tiden t &r r/.

7 Kurvlangd

Antag att vi har en kurva v € C! med ortsvektorn r : [a,b] — R™. Ténker man
sig en partikel som fiardas lings med v kommer den, mellan tiderna ¢ och t + dt,
att firdas strickan ds = ||r/(¢)||dt. Alltsa har vi att kurvldngeden

b
L= / (1) de. (7)

Ett specialfall av kurvlingden i R? #r da + beskriver en funktion y = f(z).
Den naturliga parametriseringen &ar da

r:fa,b] = Rz (z, f(x)). (8)
Vi far att

d

v(z) = (2, f(2)) = (1, f'(2)) (9)

varfor kurvlingden

/||r’(:c)||dx=/ VT (@) da. (10)

Notera dven att kurvldngden ar oberoende av parametriseringen. Vi bevisar
detta nedan.

Bevis Sig att vi har tva olika parametriseringar av samma kurva. rj :
[a,b] = R™,ry : [c,d] — R™ Vi antar att bada parametriseringarna #r C*.
Eftersom bada parametriseringarna startar och slutar i samma punkt (férestill
dig en partikel som startar i en punkt vid tiden a och slutar vid tiden b respektive
¢ och d) medfor detta att det existerar en vixande funktion ¢ : [a,b] — [e,d]
sadan att

ri(t) =ra(p(t)), V€ [a,bl. (11)

Vi ska alltsa visa att ekvationen

b b
/ 2 (1) dt = / Ia(6(0))]| dt (12)

stdmmer. Vi gor variabelbytet s = ¢(t), ds = ¢'(t) dt i och far
d ds|| ds

oo ds [ d ds (|| d_, .ds ot
fi 560 575 = [ ]| 55 = [ 02 = lgf;(smd&

Notera hir att i det sista hogerledet dr rh(s) en derivata med avseende pa s.




@ruPEBMNITION AV MASSA FOR EN KROPP MED TRIPPELINTEGRAL

8 Rekursiva formeln for volymen av det n-dimensionella
enhetsklotet

Lat B,, = {x € R" : ||x|| < 1} och lat u(B,,) vara dess volym. Da giller att:

w(B2) =m (14)

8.1 Bevisidé

By motsvarar intervallet [—1,1] och By &r enhetscirkelskivan i planet. Dérav
blir volymen for dessa specialfall 2 respektive 7 volymenheter. for B,, géller att

u(Bn):/~-~/Bndm1...dxn (15)

Vi kan skapa en rekursionsformel genom att anvénda ittererad integration med
en inre dubbelintergral med avseende pa variablerna z,, — 1 och z,, och en
yttre multipelintegral av de ¢vriga variablerna. Integrationsomradet i den inre
integralen blir da en cirkelskiva i x,_1,x,-planet enligt féljande:

2l +an <1—(af 4+ ai_y) (16)

Utnyttjar vi detta tillsammans med Fubinis sats far vi en multipelintegral med
avseende pa m — 2 stycken variabler. Denna integral berdknas slutligen med
formeln

b
/Dh(\x|)dx:n,u(Bn)/a h(r)r™ = dr (17)

som resulterar i det s6kta uttrycket pu(By,) = 2Z(B,_s).

9 Definition av massa for en kropp med trip-
pelintegral

Antag att en kropp ockuperar ett omrade K i rummet och som har varierande
densitet enligt funktionen p(z,y, z). Da kan kroppens massa m definieras som:

m = ///K p(z,y, z)dedy dz (18)
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10 Definition av masscentrum med trippelinte-
gral

Antag att masscentrum for en kropp K &r punkten m = (mg, my, m;) i rummet.
Da beraknas varje element m, enligt foljande:

— [z px,y,2) dedydz
’ I play, 2)

Detsamma géller for elementen m, och m,.

(19)

11 Definition av medelvirde for trippelintegral

Lat f(x,y,2) var en integrerabar funktion av 3 variabler och K € R? ett be-
gransat kvadrerbart omrade. Medelvirdet av f pa K ges da av

o = fffo(x,y,z)dxdydz
K I dadydz

(20)
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12 Vektorfilt och kurvintegraler

Innan vi kan bevisa fysikaliska fenomen t.ex. utfért arbete under fritt fall eller
Keplers lag maste vi definiera nagra begrepp.

Definitioner

e Lat n € N da kallas en vektorviard funktion F i R® — R" for ett n-
dimensionellt vektorfilt. Exempelvis, med n = 3 skulle vektorfaltet F
kunna betraktas som ett "kraftfilt”.

e En funktion F: R"™ — R kallas for ett skalarfilt.

e Latn € N,1at v = r(t)|a <t < bvaraen C'-kurvaiR" och lat F: R® — R
vara ett CY-vektorfilt.

e Kurvintegral/arbetsintegral av ett vektorfilt F lings kurvan v ges av
[, F(r(t) - r'(t)dt.

Fysikalisk tolkning av kurvintegral av ett vektorfalt
Integralen = arbetet som utfors da en partikel tar sig lings kurvan 7 under
paverkan av kraften F (se figur 1).

t=b

k)

Figur 1: En parametriserad kurva (dér r(t) stricker sig mellan ¢t = a och ¢t = b)
som skall forestilla en rorelse av en partikel som dr paverkad av en kraft F(¢)
och har derivatan r’(t).

Anmérkning
m.h.a. kedjeregeln kan det bevisas att en kurvintegral &r oberoende av paramet-
riseringen.

12.1 Fritt fall

Hir kommer ett rigordst bevis for att utfort arbete = A kinetisk energi (under
fritt fall). En definition av den totala kraften F samt ett hjilplemma krivs for
beviset.
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Definition
F =X av alla krafter i universum som paverkar partikeln.

Under resten av avsnitt 12 kommer vi anvénda definitionen ovan av F som
notation likavél som den notation som redogors i underavsnittet 6.1.1

Hjilplemma
Lat u(t), v(t) vara C! kurvor, da giller 4 (u(t)v(t)) = u'(t)v(t) + u(t)v'(t) (pga.
produktregeln).

Bevis
u(t)o(t) = 30, vi(t)us(t) (n = dimensionen av w och v) = 4 (uv) = >0 | 4 (u;v;) =
(produktregeln) > | (ufv; + u;v}) = w'v 4+ wv'.
Q.E.D.

Bevis av pastaendet om utfort arbete
Lat oss accepterar Newtons 2:a lag utan rigorést bevis (F = ma = mr”) kom-

mer utfort arbete = [, mr” (t)r'(t)dt. = utfort arbete = [;" Z<L(x'(t)r(t))dt =
2L (e ()]2)dt = Z (||’ ()]|* — 2|’ (a)||?) = A kinetisk energi.
Q.ED

12.2 Keplers lag

Keplers lag lyder: om en partikel utfor en centralrérelse &dr vinkelmomentum
konstant. Innan bevis kan genomforas kréavs ett hjidlplemma och en definition.

Hjédplemma
Lat u(t) och v(t) vara C* kurvor i R? si kommer:
%(u(t) x v(t)) =u'(t) x v(t) + u(t) x v/(t).
Beviset utelamnas ty det togs ej upp under foreldsningen.

Definition
Under centralrorelse ges vinkelmomentet av r(t) x P(t) = r(t) x (mr'(t)) =

m(r(t) x (v'(£)))-

Bevis av Keplers lag
Enligt hjilplemmat, % (r(t)zr’(t)) = (v/(t) x r'(t)) + (r(t) x r”(t)) = 0
(ty forsta kryssprodukten = 0 av definition, i den andra kryssprodukten &r vek-
torerna antiparallella (r(t) pekar fran origo till partikeln och r”(t) pekar fran
partikeln in mot centrum) och dérmed = 0).
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13 Parametriserade ytor

For att kunna prata om parametriserade ytor krdavs en definition. Den lyder:

Definition

Lat D C R? vara ett begrinsat kvadrerbart omrade, anta &dven att D &r bagvist
sammanhingande. En C!-funktion r : D — R" kallas for en parametriserad
Cl-yta i R" (vi fokuserar pa n = 3).

13.1 Arean av en parametriserad yta

For att kunna hérleda arean av en parametriserad yta kridvs en generell yta. Vi
gor parametriseringen med foljande funktion:

r: D — R? (n =3 for att kunna visualisera. Fér bevis av det generella fallet n
kan 3 bytas mot n) (s,t) — r(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) (se figur 2) far man
en parametriserad yta.

3
v R

Figur 2: Du har en punkt (s, ) i R? och gér en translation till R? med funktionen
r(s,t). Man gor samma sak med punkterna (s + ds,t) och (s,t 4 dt) och man
skapar sedan vektorer till dessa fran (s,t) och kallar dem v respektive u.

Man kan se punkten r(s+ds,t) som r(s,t)+ %ds. Diarmed kan man ocksa
ténka den som en vektor w fran punkten r(s, t) i riktingen % med langden ds.
Motsvarande resonemang kan goras for punkten r(s, t+dt) som kan kallas vektor
v. Detta leder till att man kan tolka arean av den infinitesimala rektangeln vid
(s,t) som att den blir, efter parametriseringen, ett parallellogram bildat av de
tva vektorerna och dess area kommer da att vara lingden av kryssprodukten av

vektorerna.

Den ininitesimala arean dS = ||u X v||=
ords " ordt
Os ot
or Or
=dS = ||— x — || dsdt.
s~ at|| ™
Foljaktligen blir den totala ytarean av en parametriserade yta =
or Or
— X — || dsdt. 21
/D as "~ or|| " (21)
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