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1 Introduktion

Héar kommer en sammanfattning av samtliga foresldsningar i flervariabelsanalys under ldsvecka 3.



2 Implicita funktionssatsen

Implicita funktionssatsen var det férsta som gicks igenom under ldsveckan. Satsen anviands for att
undersoka ifall en delméngd i en implicit funktion gar att utrycka med hjélp av en eller flera variabler.

2.1 Implicita funktionssaten for n 4+ 1 variabler

Lat F(z,...,m,11) vara en Cl-funktion och (a,...,a,+1) en punkt pa nivdytan F(z,...,x,41) = C. Om
Fy, .. (a,...an41) # 0 da finns det en omgivning u av (a,...,a,41) s.a restriktionen av nivaytan till u
implicit definerar en C!-funktion x, 1 = f(z,...,z,). For derivatan géller

of  —Fy,
dx; F!

Tn41

2.1.1 Bevisidé

Satsen bevisades inte under ldsveckan men féljande bevisidé ndmndes.
Givet en omgivning u, F(z,y) = C och y = f(z). Tank variabelbytet u = 2 och v = f(x). Da
ger kedjeregeln foljande.
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3 dubbelintegraler

Fran tidigare kurs i envariabelanalys vet vi att integralen for en funktion f(z) kan definieras som
den tecknade aren mellan grafen och z-axeln. I en dubbelintegral gar det att definiera den som den
teknade volymen mellan grafen z = f(x,y) och arean D i xy-planet.

/ /D f(.y)dady (3)

Det gar da att visualisera att f(z,y) &r hojden i z-led och dzdy &ar infinitesimal rektanglar i zy-
planet.

3.1 Berakning av dubbelintegraler

Det finns flertalet olika sdtt att berdkna dubbelintegraler, hir nedan presenteras négra av dessa.

3.1.1 Linjaritet

Pa grund av linjaritet uppfyller dubbelintegraler sambandet:

// (af (z,y) + Bg(z,y) dwdy—a// .y dwdy+ﬁ// ,y))dzdy, (4)

pa precis samma sétt som singelintegraler kan delas upp.

3.1.2 Fubinis sats [for rektanglar]

Lat f(z,y) vara kontinuerlig och lat A vara en rektangel:

A={(zy)la<z<b c<y<d} (5)

/D f(zy)dzdy = /cd (/abf(x’y)dx> dy = /ab (/d f(%y)dy) da. (6)

Det vill sdga att det gar att skiva upp den givna volymen pa tva olika sédtt som ger samma re-
sultat. Detta kan vara anvindbart eftersom att ibland dr det vésentligt mycket enklare att utfora
berdkningen av den ena dn den andra.

Da géller:

3.1.3 Fubinis sats 2.0 [Sats 6.2.4]
Lat
D={(zy)la<z<b, afr) <y < p(a)}, (7)
)

dir «o(z), B(x) ar kontinuerliga funktioner av = s att o(x

kontinuerlig sa géller:
b B(x)
[ rwasay= [ [ swaay ) az (8)
D a a(z)

D sdgs vara reguljart i x-led. Ett reguljart omrade ar reguljart i bade z- och y-led, vilket ger 2
alternativa ordningar for integration. Detta utvidgar Fubinis sats tilldimpningsomréaden till att dven
innefatta de fall dar ett omrade begrdnsas av tva funktioner, istéllet for endast da omradet ar en
rektangel.

3.1.4 Variabelbyten i dubbelintegraler [Sats 6.4.6]

Lat z = g(u,v), y = h(u,v) vara en bijektiv C!-avbildning av ett 6ppet begrinsat kvadrerbart omrade

E i uv-planet pd ett motsvarande omrade D i xy-planet sddan att J(u,v) = d(u’zg #01E. Da ar:

/ /D f(zy)dady = / /E F(g(uw),h(u,0)) |J(u,w)|dudo, 9)

déar |J(u,v)| r determinanten av den s kallade Jacobimatris eller funktionalmatris dir elementen
ar partialderivatorna av de ursprungliga variablerna med avseende pa variabelbytet. Den kan alltsa
d(=, y

i detta bytet skrivas som ‘

och definieras genom,



oz Oz
% % ‘ . (10)
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Vid variabelbyte i dubbelintegral maste alltsd funktionen med avseende pa de nya variablerna
multipliceras med denna determinant for att integration ska bli korrekt. Rent allmént géller foljande,

d(z,y)
d(u,v)

En notis ar att determinanten for funktionalmatrisen maste vara nollskild for att variabelbytet
ska kunna utféras. Determinanten ar &ven inverterbar och féljande samband géller,

‘d(l’,y) o ‘d(uvv)
d(uv) d(z,y)

vilket underlédttar i vissa berdkningar da det ar ldttare att hitta den inverterade determinanten for
variabelbytet.

Exempel pa vanliga variabelbyten innefattar bl.a. cartesiska till polara eller elliptiskt poldra
korrdinater. Bytet mellan cartesiska och polira definieras genom x = r - cos() och y = r-sin(#) och
determinanten fér funktionalmatrisen,

‘d(w,y)

d(r,0)

antar viardet r. De tillfallen d& detta variabelbyte vill utféras ar exemplvis da omradet D som
integreras 6ver har uppstéallningen,

dzdy = ‘ ‘dudv. (11)

; (12)

; (13)

D = {(zy)la® +y* < a’}, (14)

dar a € R.

Bytet mellan cartesiska och elliptikst poldra koordinater definieras genom z = ra - cos(#) och
y = rB-sin(#). Har blir determinanten for funktionalmatrisen lika med afr. Detta bytet kan istéllet
vilja tillampas d& omradet D definieras som,

_ LY e
D= (x,y)|a2+52§7 ; (15)

dar v € R.

3.1.5 dubbelintegraler med hjilp av nivakurvor

Pa detta &mne berdrdes en sats som beskriver omskrivningen av en dubbleintegral da foljande krav
géller.

Lat g : R? = RvaraC', h: R = R vara C°
D C R? kvadrerbart och antag att a < g(z,y) < b, ¥(z,y) € D (16)
satt A(u) = Area{(z,y) € D|g(z,y)}.

Da géller att ,
// h(g(z,y))dady = / h(u) - A'(u)du. (17)
D a

Satsen kan enkelt beskrivas som om omradet man integrerar over effektivt skivas upp i plan med
infinit liten hojd som sedan adderas ihop.

3.2 Generaliserade dubbelintegraler

Det finns, likt for en variabel, tva sorters generaliserade dubbelintegraler. Den ena sorten dr ndr man
integrerar en funktion som &ar obegransad pa det omrade man integrerar 6ver, ett exempel pa detta

fran en variabel ar )
/ rldx (18)
0

for t < 0.



Den andra dr nédr omradet man integrerar Over ar obegrinsat, ett exempel pa detta fran en

variabel ar -
/ r'da. (19)
1

For att 16sa dessa sorters dubbelintegraler infér man gransviarden for integralgrinserna.

3.2.1 Gauss sats
Ett intressant exempel ddr man anviander generaliserade dubbelintegraler ar for att bevisa Gauss
sats som sager,

o0 2

/ e " dx =/, (20)

— 00
dir e~ &r en fun}{‘cion som saknar primitiv funktlon Beviset for den hér satsen gar ut pa att man
liter I = [°°_e™* du vilket ger att I2 = [*_ e~ dz f eV’ dy = [2 [ e @+ dady. Efter

variabelbyte till poldra koordinater fir man att I% = 0 fo —*rdrdf = 7 vilket bevisar satsen.

3.3 Definitioner
3.3.1 Hjilpdefinitioner

Lt a,b,c,d € R sddana att a < ¢ och b < d. Mingden A C R? som ges av A = {(z,y)la <2 <¢,b <
y < d} kallas da en axelparallell rektangel (alternativ notation A = [a,c] x [b,d]). Har kan sedan x- och
y-intervallen for denna axelparallella rektangel delas in i partitioner enligt a = o < z1 < ... <z, = ¢
och b=y <y1 < ... <Ym = d vilket delar in A i ett antal delrektanglar.

3.3.2 Definition av trappfunktioner och dess dubbelintegraler

Givet en axelparallell rektangel A = [a,c] X [b,d] samt partitionerna a = ¢ < 21 < ... < z, = ¢
ochb=1yo <y <..<ym=d ges en funktion ® : A — R dubbelintegral av [[, ®(z,y)dzdy =
S > (@ — wi—1)(y; — yj—1)Cyj, dir Cy; dr ®:s konstanta virde pd den ij:te delrektangeln
[Ti—1, @ i X [yj—1,y;). © ségs vara en trappfunktion pdA A om den har ett konstant virde pa varje
delrektangel i A.

3.3.3 Definition av integrerbarhet

Lat A = [a,c] X [b,d] vara en axelparalell rektangel och f : A — R en funktion. f sigs vara integrerbar
over A om det for varje € > 0 finns tva trappfunktioner ® och ¥ pa A sadana att:

D®(z,y) < flzy) < ¥(zy) V(zy) € A (21)

// x,y)dzdy — // O(x,y)dedy < (22)
A
3.4 Sats 6.1.3

Sats 6.1.3 var det sista som gicks igenom under lasveckan. Satsen ar inte jattelang, men beviset
ar langt och ndgorlunda krangligt. Lat A = [a,c] X [b,d] vara en axelparalell rektangel. Antag att
f A — R ar en kontinuerlig funktion. Da géller att:

1) f ar integrerbar dver A

2) [[ fwuasay = | " / " fay)dy) do = / Y / " flag)de) dy (23)

For att bevisa satsen sa anvande vi oss av tre lemman.

Det forsta lemmat sdger att om vi har en kontinuerlig funktion f pa en kompakt méngd K C R" sa
ar f likformigt kontinuerlig pa K.

Likformig konvergens &ar ett begrepp som vi stott pa i tidigare kurser. Likformig kontinuitet de-
finieras valdigt likt.



Defininitionen av likformig kontinuitet ar som foljer:

VE>O, 35>02($1,8’32) EK/\H:Bl—QIQH <= |f(X1)—f(X2)| <eg,

d.v.s. om vi for alla epsilon storre &n noll kan hitta ett delta storre dn noll som leder till att, givet
att avstandet mellan tva punkter 4&r mindre dn delta, beloppet av skillnaden i funktionsvirden av
dessa punkter blir mindre an epsilon.

Lemma nummer tva siger att om vi har A = [a,c] X [bd], f : A — R, och f &r kontinuerlig,
s& existerar de uppdelade integralerna fcd (f; f(z,y)dz)dy och f; (fcd f(z,y)dy)dz.

Det sista lemmat som anvéndes i beviset av satsen sédger att om vi har en trappfunktion pa samma
omrade som ovan, ® : A — R sa géller del tva av sats 6.1.3, d.v.s ekvation 7 for ®.

Detta lemma &r sapass simpelt att vi utelamnade beviset for det, men tanken ar att eftersom @
ar en trappfunktion kan vi se dubbelintegralen av funktionen som volymen av ett stort rutnét av
ratblock. D& ar det hyfsat uppenbart att volymen inte &ndras om vi rdknar ratblockens volym forst
i x-led och sedan i y-led, eller vice versa.
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