Flervariabelanalys: Sammanfattning av ldasvecka 1

Jhanzaib Humayun David Selin Tor Schiirmann Samuel Jakobsson

Alvin Anestrand Joakim Karlsson

6 februari 2020

1 Forsta- och andragradsytor

1.1 Forstagradsytor

En linje i R? har en ekvation som kan skrivas: axz + by = c¢. Motsvarigheten i R? &r ett plan. Det
har ekvationen:

ar+by+cz=d < alx —x0) +bly —yo) + ¢(z — 20) =0, (1)

dir punkten (xo,yo, 20) ligger pa planet. Ekvationen (1) kan skrivas om som skalidrprodukt mellan
vektorn (a,b,c) och (x — xg,y — yo,2 — 20). Da fas (a,b,¢) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) = 0. Detta kan
geometriskt tolkas som att vektorn (a, b, ¢) dr ortogonal mot planet.

1.2 Andragradsytor
Nagra vanliga andragradskurvor &r ellipser, parabler och hyperbler. Ekvationerna for dessa &r:
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a—z—&—z—z:l, y = az® + bz + ¢ respektive ﬁ_% =1,

dér a, b och ¢ ar konstanter. Ett specialfall &r att ellipsen &r en cirkel och da fas ekvationen:

2?2 + y? = r? dir r #r radien pa cirkeln. Alla dessa andragradskurvor har motsvarande yta i

rummet som heter: ellipsoid, paraboloid och hyperboloid. Dessa har ekvationerna:
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dér a, b och ¢ ar konstanter. Figurer la, 1b och lc visar exempel pa en ellipsoid, en paraboloid
respektive en hyperboloid. Nagot som dr vért att nimna ar att det alltid gar att rita en yta i rummet
genom att lata z vara fri. Ett exempel pa detta visas i figur 1d dér ekvationen #r 22 +y? = 1 (z fri).
Den sista andragradsytan som man borde kiinna till #r en kon. Den har ekvationen 22 = ¢2 (22 +32),
dér ¢ ar en konstant. Figur le illustrerar hur en kon kan se ut.

Ett trick man kan anvénda for att visualisera 3D grafer &r att fixera z. Till exempel kan vi fixera z i

ekvationen 22 = ¢?(22 +y?), som beskriver en kon. D4 kan ekvationen skrivas om till 2% +y? = (%)2,



vilket paminner om en cirkels ekvation. Hir &r Z radien som okar linjirt da z okar. Sa man kan

visualisera cirklar ovanpa varandra och deras radie ¢kar linjért med z, vilket &r samma som en kon.
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(a) Exempel pa en ellipsoid (b) Exempel pa en paraboloid

(c) Exempel pa en hyperboloid (d) Exempel pa en cylinder

(e) Exempel pa en kon



2 Differentierbarhet och partiella derivator

Definition (Partiell derivata). Lat f: D — R vara en reellvird funktion dér D C R™ &r en
oppen méngd. Lat vidare eg vara vektorn i R™ med en etta pa plats k och nollor pa alla andra
stdllen. Da definieras den partiella derivatan med avseende pa xj, i punkten a € D som griansvirdet

OF /b i g Jlather) — f(a)
(@) = fi, (@) = Jim : , 2

om det existerar.

Definition (Differentierbarhet). Lat f: D — R vara en reellvird funktion dir D C R™ &r en
oppen méngd. Lat vidare h = (hy, ..., h,). Funktionen f siigs vara differentierbar i en punkt a € D
om det existerar en vektor A € R™ och en funktion p: R™ — R sadan att

fla+h)—f(a) = A-h+]h|p(h), (3)
giiller i en omgivning av a, och p(h) — 0da h — 0.
Sats 1. Om f &r differentierbar i @ sa &r f kontinuerlig i a.
Sats 2. Om vektorn A i (3) innehaller element Ay, ..., A4, sa dr Ay = fz, (a).
Sats 3. Lat D vara en 6ppen méngd och
C'(D) = {f: D — R | alla f:s partiella forstaderivator ar kontinuerliga i hela D}. (4)
D4 giller att f € C1(D) = f ir differentierbar i hela D.

3 Gradient och riktningsderivata

3.1 Gradient

Enligt Sats 2 giiller att A i (3) #r vektorn vars komponenter &r f:s partiella derivator i punkten
a. Vektorn A kallas ocksa for f:s gradient i @ och kan betecknas som grad(f)(a) eller Vf(a). Den
senare beteckningen kommer anvéndas hér.

3.2 Riktningsderivata

Lat f vara en funktion med en 6ppen definitionsméngd. Riktningsderivatan av f i riktning av
enhetsvektorn @ i punkten a inom definitionsméiingden betecknas %(a) och fu(a), och definieras
av lim . F@thd)=f(a)

h—0 h .
Sats 4. Om f &r differentierbar sa ges f:s riktningsderivata i a i riktning av enhetsvektorn o av

skaldrprodukten mellan f:s gradient i @ och 4, d.v.s f,(a) = Vf(a) - .
Bevis. Vi anvénder definitionen av att f &r differentierbar i a,

fla+hi) = f(a@) _ | Vf(a)-hi+ ||| phi) _

%li% h h—0 h
. Vila)-ha . |[hi] p(hd) i+ Jipg WPl p(hE)
A



Vektorn 4 &r en enhetsvektor och har alltsa lingden 1. Det innebér att h¢ har lingden h och
[lhi]] = |h|. Vi kan déarfor forkorta bort h,

Il k) _ . |Blp(hd)

P fimy ==, = & Jim p(hat). (5)
Eftersom htt — 0 da h — 0 far vi enligt p:s definition att
}lllir}):lz }llli% p(ht) = 0. (6)
Dérmed ar
fula) =V f(a)- . (7)

4 Nivaytor

Definition. Givet en funktion f: D — R och f(a) = ¢ (ddr a € D och ¢ € R) sa ségs a tillhora
nivaytan f(z) = c¢. Annorlunda uttryckt sa dr nivaytan pa niva c

. ={zecD| f(z) =} (®)

Ett tydligt exempel pa en nivayta #r ytan av en sfir. Ekvationen 22 + y? + 22 = r? beskriver en
sfir med radien r. Funktionen f(z,y,2) = 2% + y? + 22:s nivaytor, f(z,y,2) = r?, utgors alltsa av
sfarer.

Figur 2: Punkterna pa denna sfirs yta utgor en nivayta till f(z,y, z) = 2% + y? + 22.

4.1 Sats om tangentplan till nivayta

Sats 5. Om f ér en differentierbar funktion och @ ér en punkt pa nivaplanet II. sa &r V f(a) en
normalvektor till tangentplanet II} till II. i punkten a.



Ett simpelt men ej rigorést “bevis” foljer: Eftersom alla punkter pa II. uppfyller f(x) = c sa &r
differensen mellan tva punkter pa Il.:s funktionsvérden 0. Detta innebér att derivatan i en punkt
pa II. ocksa dr 0, om riktningen tangerar II,. Darav om 4@ &r en godtycklig riktningsvektor i IT}
foljer

fula)=0 = Vf(a)- =0 = Vf(a) La. (9)

Eftersom V f(a) &r ratvinklig till alla méjliga @ som ligger i ITY, sa foljer det att V f(a) &r normal-
vektor till IT}, VSV.

5 Kedjeregeln

5.1 Kedjeregeln i envariabelanalys

Om f: R — R och g: R — R &r deriverbara funktioner av en variabel sa sédger kedjeregeln att
sammanséattningen av f och g, f o g: R — R, &r en deriverbar funktion och

(fog) (t)=F"(9(t)-4'(t). (10)

5.2 Kedjeregeln “Steg 1”

Om f: R — R &r en differentierbar funktion av en variabel och g: R® — R &r en differentierbar
funktion av n variabler sa #r sammanséttningen f o g en differentierbar funktion av n variabler.

Dessutom giiller att
dg

31 (fog)(xr,...,xn) = f'(g(z1,...,2p)) - B, (11)

5.3 Kedjeregeln “Steg 2”

Om f: R™ — R &r en differentierbar funktion av n variabler och om de n funktionerna
91s---59n: R = R dr differentierbara, sa dr sammansittningen f(g1(t)),...,gn(t)) (som dr en
funktion av en variabel) differentierbar. Dess derivata i punkten ¢ ges av

G @ 0 n®) = Y 2 (010 gale) - (12)

5.4 Kedjeregelen “Steg 3”

Om f: R™ — R &r en differentierbar funktion av n variabler och om de n funktionerna

91, -+, 9n: R™ — R ér differentierbara sa &r sammanséttningen f (g1(¢1,...,tm)s -3 Gn(t1, -+ tm))
differentierbar. Lat ¢t = (¢1,...,tm). Den partiella derivatan med avseende pa t; ges da av
0 " of 0g;
— t),... t)) = —_— t),...,gn(t))- . 13
a1y U (09080 = 3 5 a0 ) (13



5.5 Anvandning av kedjeregeln for variabelbyte i en PDE

Losandet av en partiell differentialekvation kan ibland underlédttas av att inféra nya variabler. Va-
riabelbytet fran (z,y) till u = u(x,y) och v = v(x,y) ger att de partiella derivatorna transformeras
enligt

8f_8f8u+8f8v

or  Oudxr  Ovox’

of _0fou_ of ov "
dy  Oudy Ovoy
6 Hogre ordningens partiella derivator
Notation for hégre ordningens partiella derivator: f, = % (% f).
Definition. Lit D C R" vara en 6ppen mingd. Vi definierar d4 méngden C*(D) som:
k _ ) f och alla f:s partiella derivator upp till
c(D) = {f D—=R och med ordning % #r kontinuerligai D | (15)

Sats 6. Om f € C*(D) spelar “ordningen” ingen roll i en partiell derivata av f av ordning < k.

Enligt Sats 6 giller exempelvis att om f = f(z,y,2) tillhér C3(R?) s& &r foy = fyz, fraz = foze
och fwyz = fzmy-



