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1 Integration over allmina omraden

For att integrera Gver allmédnna omraden, det vill siga omraden som inte &r
axelparallella rektanglar, kan man anvianda nollutvidgning foér att fortfarande

kunna integrera over en axelparallell rektangel.

Definition. Lat D C R? vara begrinsad. Fér en superméngd D* O D
och en funktion f : D — R definieras nollutvidgningen av f till D*
som funktionen f*: D* — R déar
f(x), ddxeD
fr(x) =
0, ddax e D*\ D
f ségs vara integrerbar pa D om 3 axelparallell rektangel A D D sa att

nollutvidgningen av f till A &r integrerbar 6ver A.

Definition. En mingd D C R? ségs vara en nollmingd om det Ve >
0 finns &ndligt manga axelparallella rektanglar: Aq, Ao, ..., A, sa att
S Area(A;) < e




En nollméngd ar saledes en méngd utan area.

Definition. En mingd D C R? sigs vara kvadrerbar om dess rand,

0D, &r en nollméngd.

Vilket innebér att en kvadrerbar méngd &r en méngd vars rand saknar area.

Sats Om D C R? dr en begrinsad och kvadrerbar méngd, och f dr en

kontinuerlig funktion i tvd variabler, sa ar f integrerbar éver D.

Om en dubbelintegrals ena variabel kan yttryckas mellan tva funktioner av den

andra variabeln, sa kan f6ljande sats annvéndas.

Sats Ldt D = {(z,y)|a <x <b, a(x) <y < B(x)}, dir a(z) och B(x)
ar kontinuerliga funktioner, samt lat f vara en funktion i tvd variabler.
Da gdller:

(1) D ar kvadrerbar

(2) Om f ar kontinuerlig, sd dr f integrerbar dver D och Fubinis sats

galler
= [ flay)dudy = [7 (20 f(2,y) dydz

Observera att det vid anvindning av ovanstaende sats &r av stor betydelse vilken
variabel som det integeras Gver forst. Det vill sdga att integralen vars granser
ar uttryckta i funktioner av en variabel maste beridknas innanfor integralen vars

granser ar konstanta.

2 Integration i hogre dimensioner

Nedan presenteras satser och definitioner géllande trippelintegraler och dess

tillimpningar for volymberdkningar samt massberdkningar. De flesta av dessa



satser och begrénsningar kan utdkas till hogre dimensioner.

2.1 Trippelintegraler

En trippelintegral kan anvidndas for att berdkna en volym i rummet.

Definition. ([, dzdydz ér volymen av kroppen D.

Om omradet D begriinsas av tva funktioner, D = {(z,y, 2)|(z,y) € E CR? &

f(z,y) <z <g(z,y)}, kan integralen skrivas om till en dubbelintegral.

f(zy)
/// dxdydzz/// dz dx dy (1)
D EJg(zy)

Dér E ar projektionen av D péa zy-planet.
For trippelintegraler &r koordinatbyte till cylindriska och sfiriska koordinater

sarskilt viktiga.

Definition. Cylindriska koordinater

x = psinf cos¢
y = psind sin ¢

zZ=Zz

dzdydz =rdrdedz

Definition. Sfiriska koordinater

x = psinf cos¢o
y = psinf sin¢
z = p cosb

drdydz = p?sinfdpde dl




2.2  Volymberidkningar

Definition. Den n-dimensionella enhetstetraedern T,, ges av

T, = {(z1, 2, ..., ) € R"|z; > 0Vi, (21 +22+...42,) < 1}. Volymen

Vol(T,) _//Tn.../dxl de...dxn:% 2)

av T,:

1 1
Om detta tillampas for n = 3, sa giller att 3176 vilket man Overtygar sig om

genom att rita upp bade enhetstetraedern och enhetskuben i R3.

Sats : Volym av enhetsklot i R"™

Lit B, = {x € R"| ||| < 1}, det vill sdga enhetsklotet i R™. Lit pn,

2
beteckna volymen av B,,. Da gdller: uy = 2, us = m och p, = aill hp—2.
n

Bevis. Att u; = 2 och us = 7 ses latt med enkel utrdkning. Vi later framdover
n > 3. Vi borjar med att notera att * € B, < |z|| < 1 & ||£||2 <1le&e

n 2 2 2 n—2 9
Yo <lew, 4a) <1-=> " "x;

K2

Hn:/ ~~/dx1dx2~~ dz,
B,
= / / dxidxs - dz,—o // dz,_1dx, (3)
Br-2 517?1_1+9331S1*Z?:_12 x?

n—2
:7r/ / 172%2 dxq- -+ dz,_o
Bn1 i=1

Lat (21, ..., @0 1) = \/ o1y @2 och h(u) = 1—u?. Notera att vi da kan skriva
B2 ={x € R"2|0 < g < 1} vilket ger att integralen blir fol h(u) - V' (u) du.

Dir V(u) =vol{z € R"7?|0 < g < 1} &r volymen av ett (n — 2)-dimensionellt



klot med radie u = fp_o - u™ 2.

= ln

1
= 77/ (1 —u?)(n — 2)py_ou™ 3 du
0

= m(n — 2)%,2/0 (1 - u2)1u)"3 du .

= 71— D2 (

n—2 n
2
= 7T(TL — Q)Mn_gm
27
= —Hn-—-2
n

Sats : Area av enhetssfar
Lat Ay, beteckna arean av enhetssfiren, {x € R™|||z| = 1}, ¢« R". Dd

gdller att A, =n - fiy,.

2.3 Masscentrum

Definition. En kropp som upptar omradet K i rummet med varierande
densitet p(x,y,z) har massan m = [[[, p(z,y, z) dzdydz. Kroppens

masscentrum ar m=(mgy,m,,m,) dar

_ fffx zp(x,y,z)dzdydz
fffK p(z,y,2)dzdydz

My

Uttrycken fér m, och m, foljer analogt.

Uttrycket [[[} p(x,y,z) dzdy dz betecknar total massa av kroppen K. Alltsi

beréknas masscentrum som ett slags medelvérde.



Definition. En funktion f(z,y, z) har medelvirdet

o = fffK flz,y,2)dedydz
K M dzdydz

pa omradet K.

Samma princip anvands i forgaende definition for att bestdmma masscentrum.
Forst fas funktionens volymelement som sedan divideras bort, vilket ger medel-

vardet.

Definition. Lat z € C. Gammafunktionen ar da:

I'(z) = /Owtz—l e tdt (7)

En vésentlig egenskap gammafunktionen har ar att I'(z + 1) = zI'(z).

3 Parametrisering av kurvor

Definition.
Lat n € N och a < b € R. En kontinuerlig funktion r : [a,b] — R"

kallas for en parametriserad orienterad kurva i R™.

Som exempel betraktar vi en rat kurva v fran startpunkt (0,0) till slutpunkt
(1,2) i planet. En parametrisering som beskriver v dr exempelvis r(t) = (¢, 2t),
diir 7 : [0,1] — R2. Vi ser att n = 2 ty kurvan ligger i planet. Observera bade
att t &r en parameter och att kurvans orientering ar specificerad (riktning fran
start- till slutpunkten), varfér kurvan kallas parametriserad respektive oriente-

rad.



Definition. Givet en parametrisering 7 : [a, ] — R"™ av en kurva och
lat ¢ € [a,b]. D& definieras:

(7) Hastigheten vid tiden ¢ som 7(t).

(ii) Farten vid tiden ¢ som ||7(¢)]|.

(#ii) Acceleration vid tiden ¢ som #(¢).

For att dessa definitioner skall vara rigordsa krivs det att = &r (minst) en C!-

och C2-kurva for hastighet och fart respektive acceleration.

Definition. Lat r : [a,b] — R? vara en parametrisering av en C!-kurva

~. Langden L av kurvan « ar definierad som

b
L= / I+ ()lldt. (8)

Notera att kurvans langd &r oberorende av parametriseringen.

4 Vektorfalt och kurvintegraler

Definition. Lat n € IN. Den vektorvarda funktionen F' : R™ — IR"

kallas da for ett n-dimensionellt vektorfélt.

Ett vektorfalt innebér att varje punkt i rummet R™ associeras med en n-
dimensionell vektor. D& n = 3 kan funktionen F : R® — R3 betraktas som ett

kraftfilt (exempelvis ett gravitationellt eller magnetiskt falt).




Definition. En funktion f av n variabler, f : R — R, kallas for ett
skalarfalt.

Ett exempel pa skaldrfdlt dr en topologisk karta (n = 2). Vi kan ténka oss att

varje punkt ar associerat med ett tal som beskriver punktens héjd 6ver havsniva.

Definition. Lat n € N, v = {r(t)|a <t < b} vara en Cl-kurva
i R" och F : R® — R" vara ett C’-vektorfilt. Kurvintegralen av

vektorfaltet F' langs kurvan v ges d& av integralen

b
/ F(r(t)) - r'(t) dt 9)

Kurvintegralen kan, i n = 3, tolkas som den integral som berdknar utfort arbete

da en partikel forflyttar sig langs kurvan v under péverkan av kraften F'.

Lemma. Lt u(t) och v(t) vara C!-kurvor. DA giller:

d

T (u(t) . v(t)) =/ (t) - v(t) + u(t) - v'(t) (10)

Lemma. Lt u(t) och v(t) vara C!-kurvor i R?. Da giller:

d

T (u(t) X v(t)) =u/(t) x v(t) + u(t) x v'(t) (11)

5 Fysik

Med hjalp av de tva lemmana i avsnitt 4 kan nagra fysikaliska satser héarledas,

vilka presenteras nedan.



Sats Under fritt fall gdller att det utférda arbetet dr lika med férind-

ringen av kinetisk energi, det vill siga:

[ Few) soa=tnpo) - ol 0

dir F = m#(t) enligt Newtons andra lag.

Definition. Rorelseméngdsmoment ges av r(t) x p(t) = m(r(t) x 7(t)),

déar p(t) ar rorelseméngden.

Sats Keplers lag: Om en partikel utfér en centralrorelse sa gdller att

rorelsemdngdsmomentet dr konstant, det vill sdga:

d

= (r(t) x p(t)> =0 (13)

6 Ytor

Nedan ges en defenition fér en parametriserad yta. Observera att det dven kan

antas att omradet D dr bagvis sammanhingande.

Definition. Lat D C IR™ vara ett begransat kvadrerbart omrade.

En C'-funktion r : D — R™ kallas for en parametriserad C'-yta i R™.

Vidare kan arean av en parametriserad yta berdknas, vilket framst &r anvéind-
bart da n = 3. Detta gors genom berdkning av ytans infinitesimala area, samt

integration av denne &ver omradet D.



Sats

Lit v : D — R? sa att v(s,t) = | (2(s,1), y(s,t), z(s,t) |. Eftersom

den infinitesimala arean av denna yta i R dr dA = H%—C

far vi att total ytarea dr:

/),

or Or
7X7

ds Ot dsdt

x 98| dsdt

(14)
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