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1 Kurvintegraler

1.1 Definition

Litn C N, 7 : [a,b] — R" en orienterad C'-kurva och F : R" — R" ett C
vektorfilt. DA definieras kurvintegralen av F lings kurvan enligt

b
/ F(r(t)) - '(t) dt )
dar
F(r) = (P(r), Q(r)) = (P(z,4), Q(x. 1)), )
r=r(t) = (2(t), y(1)) 3
a<t<hb. 4)

Denna kurvitegral betecknas med f7 I - dr eller f7 Pdzx + Qdy.

Notation: Om en viss kurvas begynnelsepunkt och slutpunkt sammanfaller kallas den-
na for sluten. I detta fall 4r beteckningen ¢. Om en sluten kurva sedan inte skar sig
sjalv 4r den dven enkel. Av detta foljer en definition for positiv orientering géllande
en viss kurva.



Start/slut

En enkel och sluten kurva.

1.2 Positiv orientering

DEFINITION: Lat +y vara en enkel, sluten kurva i R2. Denna kurva sigs vara positivt
orienterad om insidan till vy alltid ligger till vanster om kurvan da kurvans riktning
foljs. Pa ett enkelt sétt sdgs att positiv orientering motsvarar en riktning som gar
moturs.

Det som ocksa &r viktigt att ndmna ar sa kallad Jordans kurvsats. Satsen upplyser om
indelning av ett plan som innehaller en viss kurva. Mer specifikt handlar det om att
en enkel och sluten kurva i R? delar in R?\ i precis tvd sammanhingande omraden.

Givet en enkel sluten kurva v kan man allts& berdkna kurvintegralen fv F.dr
som i sin tur kan riknas ut pa tva olika sétt. Visserligen kan kurvintegralen fas da
hela kurvan -y delas in i sma bitar sa att

Y=m+..+"m ()

I sadana fall kan kurvaintegralen berdknas som

/F~dr:/ F-dr+...+/ F - dr. (6)
Y 0! Y

n

Med tanke pa att detta berdkningssatt tar lang tid kan ett annat sitt som &r kortare
och mer effektivt anvindas. Det som anvénds for berdkning av kurvintegraler i detta
fall kallas f6r Greens sats.

For att kunna anvanda den hir satsen maste tva villkor uppfyllas. Namligen hand-
lar det om att en viss kurva -y maste vara bade sluten och positivt orienterad.

DEFINITION: Lat P och Q vara tva C! - funktioner definierade i en 6ppen mingd
w i planet. Om det kompakta delomradet D av w har en rand 0D som utgéres av en
eller flera styckvis C'! - kurvor och som &r positivt sa ar

_[[2Q _or
BDde+Qdy_//1)(8x ay)da:dy. (7)



2 Greens sats

2.1 Definition

Det begriansade och kvadererbara omradet D C R? sigs vara reguljirt i z-led om D
kan partitioneras i dndligt manga omraden D;, ..., D,, pa formen:

D; ={(z,y)|ai <z < bj,ai(z) <y < Bi(x)}

dir a;(x) och B;(z) ar C%-kurvor och «;(z) < Bi(x) for € [as, b;]. Reguljaritet i
y-led visad analogt. D sigs vara reguljiart om D &r reguljar i bade x- och y-led.

Bevis. Greens sats bevisas i tre steg. I Steg (i) antar vi att D = U | D, diar D; =
{(z,y)]a; <x <b;j,a;(z) <y < Bi(x)}. Sedan visar vi att Vy galler

OP
- Pdz = //Di(—ay)dxdy (8)

genom anvandning av Fubinis sats.
I steg (i) hirleder vi att, om D dr reguljirt i z-led sa ar

ngPd:cf// - dxdy 9)

Med D = U, D; som i steg (i) s& vet vi att ekv (8) giller for varje 4 vilket ger

visas m.h.a en bild vara = VL i (9) trivialt = HL i (9)
n n
oP
> Pdz = Z// (— =) dady (10)
i=1"9D; = JJo. Oy

Vi har nu kommit till steg (#i%). Vi vet fran steg éi att, om D ar reguljart i z-led s
galler (9). Pa samma vis kan vi visa att, om D &r reguljart i y-led sa ar

éDQdy_// ) dydz. (11)

Sa bada ekvationerna géller om D &r reguljairt =—> addera —

Pdr+Qdy = a—Qfa—P ) dzdy. (12)
fé)D // dy



3 Potential och konservativa falt

3.1 Definition

Ett vektorfilt F(P, Q) i en 6ppen mingd 2 sigs vara konservativ om det existerar
en C''-funktion U(xr,y) sadana att grad(U) = (P,Q), det vill siga (%, %—Z) =
(P, Q) = F. Funktionen U kallas d& for en potential till F.

Potentialen till ett konservativt filt 4r uppenbarligen inte entydigt bestimd ty om U
ar en potential till IF s& &r aven F + C, dédr C' ar en konstant. Detta géller eftersom

grad(U + C) = grad(U).

Det som é&r speciellt med konservativa falt &r att kurvintegralen ar vagoberoande. Det
vill séga att en kurvintegral i mangden (2 beror pa endast begynnelse- samt slutpunkt.
Ett ekvivalent villkor &r att kurvintegralen langs varje sluten kurva i €2 r noll.

Kurvintegralen ar densamma langs v, och 2.

Sats:

/IF Cdr = U(b) — U(a) (13)

Dér a samt b ar start- och slutpunkter for en kurva ~.



Bevis. Latr =r(t) och ¢ € [«, 8] vara en parametrisering av . Definiera ocksé

r(a) =a, r(B) =b. (14)
Enligt kedjeregeln ar

%U(T’(t)) =gradU(r(t)) - r'(t) =F(r(t)-r'(t)

Alltsa har vi

LF - dr = [JF(() - () dt = [} LU(r(1) dt = Ur(B)) — U(r(a)) =

U(b) — U(a)

4 Gauss’ sats (Divergenssats)

4.1 Definition.

Gauss sats dr saledes en konserveringslag som innebar att volymen av det totala flodet.
Faktiskt ar Gauss sats ett specialfall av Stokes sats, vilken &r en generalisering av
analysens fundamentalsats. I alla fall kan man definiera Gauss sats som

4.2 Formell beskrivning.

Lat u=(uy, us, uz) vara ett C''-filt definierat i en 6ppen mangd 2 i rummet. Om det
kompakta omradet K C €2 har en rand som bestar av en eller flera C''-ytor och som
ar orienterat med utatriktad normal s& géller

///kv-udV://qu\?dS

Alltsa sager divergenssatsten att flodet av « ut ur omradet K ar lika med volyme-
nintegralet av divergensen av u.

4.3 Tillampningar.

Som ett resultat av divergenssatsen kan en méangd fysiska lagar skrivas bade i en diffe-
rentiell form och en integrerad form, nagra exempel dr Gauss lag och Maxwells ekva-
tioner. Kontinuitetsekvationer ar ett annat exempel pa tillimpningar, dessa anvands
inom fluidmekanik, kvantmekanik, elektromagnetism med mera. Vidare séger diver-
genssatsen att varje sadan kontinuitetsekvation kan skrivas i en differentiell form (i
termer av en divergens) och en integrerad form (i form av ett flode).



