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1 Kurvintegraler

Definition 1. Lt F : R? — R? vara ett C'-vektorfilt. Om ~ ar en orienterad
Cl-kurva i en 6ppen delméingd till R med parameterframstéllningen

da defineras kurvintegralen av F' langs kurvan enligt

JF(r(t)) P (1)dt. (2)

Det ska noteras att vardet av kurvintegralen ar oberoende av vilken paramet-
risering som véljs sa lange denna ar korrekt (kan bevisas med kedjeregeln).
Det betyder alltsa att det réacker att vélja en lamplig parametrisering och
sedan integrera som vanligt for att berdkna kurvintegralen.

Beteckningen for kurvintegralen lings en kurva v ér

J F -dr eller %F -dr.
.
g

I den andra integralen indikerar cirkeln att kurvan &r sluten (d.v.s. dess
startpunkt &r samma som dess slutpunkt) och genomléps moturs. Det ar
vanligt att man skriver F' - dr nar en explicit parametrisering inte ar given.

Man kan dven beteckna kurvintegralen for faltet F' = (P, @) med den sa
kallade differentialformen

JPdm+Qdy.
”

En fysikalisk tolkning: om F ir ett kraftfilt sa representerar kurvintegra-
len det arbete W som utfors nér en partikel flyttas langs en kurva.

1.1 Terminologi

Det kan bli tidskravande att berakna kurvintegraler endast via explicit para-
metrisering och integration. En annan metod &r att tillimpa Greens sats. Den
beskrivs forst senare i texten, sa tills dess infor vi lite mer nyttig terminologi
och notation.



Definition 2. Lat ater v = { r(¢) | a <t < b} vara en parametriserad
kurva. ~ ségs vara

(i) sluten om 7(a) = r(b),
(ii) enkel om r(t1) # 7(t2) da a <ty <ty <b.

Tidigare gavs en cirkel med nagon startpunkt som exempel for en sluten
kurva. En sadan kurva ér dessutom enkel. Ett exempel pa en kurva som ér
sluten men inte enkel ar en som liknar en ”8”. Den ar inte enkel, ty den korsar
sig sjalv innan slutpunkten.

Jordans kurvsats. Lat v vara en enkel, sluten Cl-kurva i R%. D& bestar
komplementet R? \7y av exakt tvA sammanhingande komponenter: en be-
gransad intern méangd U, och en obegransad extern méngd V. Bade U och
V har v som rand, och de har inga gemensamma véarden (U vV = &).

Satsen hjilper oss att sidga vad som menas med att genomlopa en kurva
moturs, respektive medurs. Att genomlopa en kurva moturs innebér att insi-
dan ligger till vanster om kurvans fardriktning. Gar vi medurs ligger den till
hoger.

Medan Jordans kurvasats ma te sig intuitivt sjélvklar, ar den i sjélva ver-
ket relativt svarbevisad med elementéra medel.

Definition 3 Lat D < R? vara ett begransat omrade vars rand bestar av
ett eller flera C'-kurvor. Randen 0D sigs vara positivt orienterad om D
ligger till vanster om fardriktningen.

Det ar vart att notera att om omradet D besitter "hal”; kan randen fér D
kring dessa hal tyckas vara motsatt orienterad de "yttre” delarna av 0D. Med
vardagliga definitioner for medurs och moturs 16per den positivt orienterade
randen ¢ R moturs kring utsidan av omradet R, och medurs kring dess insida.

2 Greens sats

Lat D < R? vara ett kompakt omrade vars rand 0D &r en positivt orienterad,
enkel, sluten kurva i R? som utgérs av en eller flera styckvis Cl-kurvor. Om P
och @ ar tva Cl-funktioner definierade i en 6ppen mangd i planet inneh&llande

D sa ar ; op
SBPdaH—Qdy:JJ wQ_or dzdy. (3)
or 0oy
D

oD
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2.1 Bevis

For beviset forutsitter vi att D ar en enklare region som kan delas upp i ett
andligt antal delregioner av exklusivt typ I och exklusivt typ II (dar typ I
innebér regioner definierade enligt {(z,y); ¢(x) < y < ¥(z),a < x < b} och

typ I enligt {(z.y); £(y) <y < x(y),c <y < d}).

Om det kan visas att bade

och

ar sanna, foljer Greens sats for regionen D.

Vi antar att E ér ett delomrade till D av typ I, anvander oss av defini-
tionen ovan for regioner av typ I och berdknar dubbelintegralen i ekv. (4)):

Jf M@—JJ S dude -

:mewnm_fpmwmm‘

a

Nu behéver vi berdkna kurvintegralen i ekv. (4f). Vi delar upp randen 0F
i fyra kurvor ~, 7, o, respektive w betecknande foljande komponenter av
randen: den undre gransen i y-led, den 6vre gransen i x-led, den 6vre gransen
i y-led, respektive den undre gransen i z-led (se fig. .

Med ~ anvinder vi parameterekvationerna r = x,y = ¢(x),a < x < b.
Da far vi att

P(z,y)de = bP(:v,gb(x)) dz. (7)
Jremie- |

a
Y

Med o anvdnder vi parameterekvationerna = = x,y = (z),a < = < b och
far da att

Plry)de = — | Pley)de = — bP(m,(b(x)) dx (8)
J J J

a
e —0



(observera negationen pa grund av orienteringen av 0E och dédrmed o). Pa
7 och w forblir  konstant, vilket innebar att integration 6ver dessa kurvor
ger (. Slutligen har vi da att

QESPda: _ J Play) de + Uf Play)de )

_ f b P(z,¢(x)) dz — Jb P(z(x)) dz

a a

som i ekv. @ Addition av detta resultat for alla delomraden E av D ger oss
ekv. . Om vi istallet anvander en uppdelning av D i typ I[I-regioner kan
vi pa ett liknande satt erhélla ekv. . Addition av ekv. och ger 0ss
avslutningsvis ekv. (3.

Y A
S

FiGur 1: Exempel pa en delyta E, instingd av kurvorna ~, 7, o, och
w, som tillsammans bildar randen OE. Notera att kriteriet for omra-
den av typ I fortfarande mdéts om 7 eller w har lingden 0 (exempelvis
om ¢(z) och (x) skdr varandra vid x = b respektive x = a).



3 Konservativa falt och potentialer

Vissa falt har egenskapen att alla kurvintegraler

f F-dr (10)

i nagot 6ppet omrade €2, ar samma for alla kurvor v med samma start- och
slutpunkt. Med andra ord ar alla kurvintegraler av F' i {2 oberoende av vdyg,
och alla integraler av en sluten kurva identiska med noll.

3.1 Konservativa falt

Ett konservativt falt eller potentialfalt definierat i ett 6ppet omrade €2 ar ett
falt som har en potential. Med detta menas att

U e CHQ)|F = VU (11)

dar U : 2 — R éar faltets potential. En potential till F' ar alltsa en funktion
vars gradient ar F', och de (odndligt manga) potentialer till F' som existerar
skiljs endast av en additiv konstant.

Potentialer paminner redan om envariabelanalysens primitiva funktioner,
och vi ska se att de har an mer gemensamt.

Sats 3.1.1 Lat F wvara ett konservativt filt med potentialen U i det dppna
omradet ). Da gdller, for varje kurva v med startpunkt a och slutpunkt b ¢
Q, att

JF~dr:U(b)—U(a). (12)
2!
Speciellt dr integralen oberoende av vdgen.

Har ser vi hur anviandbar egenskapen att kurvintegraler i vissa falt ar
oberoende av vag, som vi tog upp i borjan av avsnittet, kan vara.

Sats 3.1.2 Ldt F wvara ett kontinuerligt falt definierat i en bagvis samman-
hdngande oppen mdngd €2 och med varje kurvintegral av F' pa €2 oberoende
av vdg. Da gdller

U e CHQ)|F = VU

Ekvationen i sats ar densamma som ekvation alltsa sager satsen
att faltet F' ar konservativt och har potentialen U.
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3.2 Villkor for konservativa falt

Att forsoka konstruera en potential varje gang man vill avgora om ett falt
ar konservativt dr uppenbarligen inte nagon effektiv metod. Darfor ska vi ta
upp ett par enklare satt att avgora om ett falt 4r konservativt eller inte.

Sats 3.2.1 Lat F = (P,Q) vara ett vektorfdlt definierat i €2 och med poten-
tialen U € C*(Q). Dd dr

oP 0Q
W (13)
Nu har vi ett nodvéindigt villkor for konservativa falt — ar %—1; # % vet

vi att F' inte &r konservativt. Innan vi tar itu med néasta sats, dar vi ska
presentera ett tillrackligt villkor for konservativa félt, behover vi gora en
definition.

Att en 6ppen mangd € i planet ar enkelt sammanhdngande betyder att
denna ar bagvis sammanhéngande, och att varje sluten kurva i €2 avgransar
ett omrade som helt och hallet bestar av punkter i ). Mer intuitivt dr en
enkelt sammanhangande méngd en méngd som saknar hal.

Sats 3.2.2 Ldit F = (P,Q) vara ett vektorfdilt med

0P 0Q

or _ Q 14
oy " or (z,y) € (14)

dar ) dr en dppen, enkelt sammanhdngande mdngd. Da dr F konservativt
pa €.

Nu har vi battre verktyg for att hantera problem kring kurvintegraler i
konservativa falt.

4 Ytintegraler och Gauss sats

Ytintegraler finns i tva varianter, ndmligen som en integral av en "vanlig
funktion” (skaldr funktion) f(z,y) over en yta, se ekvation (15]), och integral
av ett vektorfalt dver en yta, se ekvation ([16]).

JJY f(z,y,2)dS (15)

HyF -dS (16)
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Har kallas integralen av ett vektorfalt for en flodesintegral medan den
andra mer allmant hanvisas till som ytintegral och kan narmast ses som en
vanlig dubbelintegral, med skillnaden att integrationen gors éver en yta Y i
stallet for over ett plant omrade (2.

Flodesintegraler ar sarskilt viktiga i tillimpningar. Lat sdga att man har
nagot som strommar i rummet, exempelvis en gas eller en vitska, och att
denna stromning (hastighet och densitet) beskrivs av ett vektorfalt F'(x,y,z).
Vektorfiltet kan da ses som en kombination (produkt) av densitet och has-
tighet. Man kan alltsa inte erhalla densitet och hastighet var och en for sig i
en given punkt i rummet om man stoppar in punktens koordinater i uttryc-
ket for F'(x,y,z). Det dr dock inte viktigt i sammanhanget da bade hastighet
och densitet kan paverka samma slutresultat (hur mycket gas/vitska som
ror sig genom en given position i rummet och i vilken riktning). Tva punkter
pa olika platser i rummet kan alltsd ha samma virde pa F (genomstrom-
ning av vitska) trots att densiteten for vétskan &r olika i punkterna (detta
kompenseras da av att hastigheten ar storre i punkten med lagre densitet).

Vad man ar intresserad av dr hur stort flodet ® av vitskan dr genom en
specifik yta Y i rummet. Detta kan beraknas genom

- ”YF  7dS, (17)

som da ger massa per tidsenhet av vitskan som strommar genom ytan. Har ar
7 en normalvektor med ldngd ett (enhetsnormal), som alltsa dr normal mot
varje punkt pa ytan, och dS kallas for ytelementet och ar ett litet omrade
pa ytan. Skillnaden mellan detta uttryck och formen ar att enhetsnor-
malen och ytelementet dS slagits samman (bakats ihop) till det vektoriella
ytelementet d.S, som ar en vektor ortogonal gentemot varje punkt pa ytan
och med en langd lika med arean av dS. Denna integral ar dock svar att
anvanda vid konkreta problem. Man soker darfor ett annat uttryck for 7 och
dS. Genom att parametrisera Y erhéller man ytan som en generell vektor
7(t,s) dar varje punkt pa Y ges av ett specifikt par av s och t. For en generell
punkt P pa ytan sa erhalls lutningen av ytan i den punkten med avseende
pa t av vektorn %f (observera att detta inte dr lutningen med avseende pa
x- eller y-axeln utan med avseende pa koordinataxeln t i ett st-plan som hor
till ytan Y'), pa samma sétt erhalls lutningen med avseende pa s (”s-axeln”)
av vektorn %. Dessa tva vektorer spanner upp tangentplanet i P. Men fran
definitionen av vektorprodukt sa vet man att vektroprodukten av dessa tva
vektorer blir ortogonal (vinkelrdt) gentemot detta plan och alltsa parallell
med n. Normeras denna vektor sa far den resulterande vektorn alltsa samma
riktning och langd som 7 och kan darfor anviandas som ett alternativt uttryck

for 7.



Man kan visa att omradet dS pa ytan tar formen av en parallellogram och
att denna spanns upp av vektorerna (Z)d¢ och (£)ds vilket ger att arean
dS blir lika med léngden av vektorprodukten av dessa bada vektorer. Man
ser vid insdttning av de nya uttrycken for n och dS att uttrycket
or y or
ot 0Os
hamnar i bade ndmnare och téljare och darmed kan forkortas bort. Man har
alltsa foljande med ekvation ekvivalenta uttryck for en flddesintegral av

F over Y
” <‘97’ . ) dsdt (19)
ot 0s

diar R markerar att integralens granser inte lingre ska hamtas fran ytan Y
utan fran st-planet.

Om ytan Y &r en funktionsyta (Y kan beskrivas som z = f(z,y)) sa be-
hover man inte parametrisera Y for att berdkna flodesintegralen. Det viktiga
sambandet

(18)

of 0
ds =+ ((?f (9f - 1) dzdy (20)

kan i stillet anvandas for att direkt ge det sokta flodet.

4.1 (Gauss sats

Med Gauss sats (dven kallad divergenssatsen) sa kan problemet att berdkna
en dubbelintegral dver ytan Y overforas pa det mycket enklare problemet att
berakna en trippelintegral 6ver den kropp K som har ytan Y.

J f JK divFdV (21)

Divergensen av F' (uttryckt som divF eller V - F') berdknas genom att
summera den partiella derivatan av vektorféltets forsta komposant med av-
seende pa x, den andra med avseende pa y och den tredje med avseende pa
z. Detta resulterar i en skalarfunktion. Om denna skaldrfunktion blir lika
med en skaldr sa kan denna brytas ut ur integralen och den kvarvarande
integralen blir enligt en sats (som inte gas igenom hér) lika med volymen av
K, vilken kan vara mycket enkel att berakna.
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