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1 Kurvintegraler

Givet en partikel som ror sig langsmed en kurva v och under tiden paverkas av kraften F = F(r),
dér r adr en parameterframstillning av vy som ger partikelns positions r som en funktion av tiden
r(t), a <t < f, kan arbetet utrittad av kraftfiltet pa partikeln beréknas med f6ljande integral
enligt den fysikaliska tolkningen av skaldrprodukt da F(r(¢)) ar kraften pa partikeln under stréckan
den infinitesimala strickan r’(¢)dt

B
/ F(r(t)) - r'(t)dt (1)

2 Jordans kurvsats och Greens sats

Definition 1
Lat v = {r(t) | « < ¢t < B} vara en parametriserad kurva. D4 géller f6ljande definitioner:

v ségs vara sluten om r(«a) = r(f)
v sigs vara enkel om r(t1) Zr(ty) dd a <t; <ty < f

Jordans kurvsats

Lat 7 vara en enkel och sluten C%-kurva i planet R%. D& bestar omradet R?\7y av tva samman-
héngande komponenter som kallas for kurvans insida och utsida.

Med Jordans kurvsats kan vi nu rigorést bestdmma vad som menas med att genoml6pa en enkel och
sluten kurva medurs eller moturs beroende pa om insidan &r till vinster eller hoger om riktningen
som kurvan genomlops.

Definition 2

Lat D C R? vara ett begrénsat omrade vars rand bestar av en eller flera C'-kurvor. Randen 9D
ségs vara positivt orienterad om D ligger till vinster om fardriktningen. Analogt ségs randen vara
negativt orienterad om omradet ligger till hdger om fardriktningen.



Greens sats i planet

Lat P och Q vara tva stycken C'-funktioner definierande i en &ppen mingd Q C R?, om det
kompakta omradet D i  har en rand 0D som utgérs av en eller flera styckvis C''-kurvor som &r
positivt orienterade géller foljande:

;éD Pdx 4+ Qdy = //D(Z—S — g—ly))dxdy (2)

3 Konsekvens av Greens sats

Sig att F = (P, Q) #r ett Cl-vektorfilt i R? och 1at v vara en enkel och sluten kurva i R2. Jordans
kurvsats medfor d& att  innesluter ett sammanhé&ngande omrade D s& att v = dD. Sa linge F &r
C' i hela D sa kan vi tillimpa Greens sats, vilken séger att om:

0Q oP B
&C_ayéygF-dr—O. (3)

Med samma hypoteser som ovan sa finns det tva villkor for att kraften F inte utgor nagot arbete
langs kurvan ~.

1. F ér definierad och C! pa hela insidan till v

0Q _or
" or Oy
Definition
Ett C1-filt F = (P,Q) i R? siigs vara virvelfritt om Z—Q = Z—P
€z Y

4 Konservativa falt

Sig att det finns ett C2-skalirfilt ¢ : R? — R sa att F = V¢. Da har vi:

9 0p. _0Q 9 b, 0%

F:(P’Q):<%’67y>:87_%(87y):8z73y (4)
och p& samma sitt
or _ 0 29 0 o)
oy Oy ox’  Oyox’
Sa alltsa om ¢ € C? = 8—62 = 8—P
Ox oy

Definition

Ett n-dimensionellt vektorfalt F : R™ — R™ kallas for ett konservativt filt eller potentialfilt
om det finns ett skaldrfalt ¢ : R™ — R sa att F = V¢. ¢ kallas for en potential till F.



Observation

En potential till ett givet falt F &ar unik upp till en konstant, d.v.s. om V¢; = V¢ = F =
V(¢1 — ¢2) = 0. Slutsatsen fran detta ar att ¢; — ¢o = konst. d& definitionsméngden &r bagvis
sammanhingande. Man kan nu utan Greens sats visa att ett konservativt filt i R? inte utfor nagot
arbete ldngs en enkel och sluten kurva.

Sats 9.4.2

Lat F: R™ — R" vara ett potentialfidlt med potential ¢ i det Sppna omradet 2. For varje kurva
i Q géller att

/ F - dr = ¢(b) — ¢(a), (6)

dér a och b &r start- och slutpunkt till .

Bevis av Sats 9.4.2

Bevis. Vilj nagon C'-parametrisering for v s.a. v = {r(t)|a < t < b}.
b b
/F ~dr = / F(r(t)) - r'(t)dt = / Vo(r(t)) -’ (t)dt = {kedjeregeln} =
b
| Gt = o) ~ 6(x(a) = b) - o(a) s

Korollarium
Med samma hypoteser som i Sats 9.4.2 géller:
1. Om ~ &r en sluten kurva sa &r f7 F.-dr=0.

2. Kurvintegraler for F &r oberoende av vég, d.v.s. om tva olika kurvor ; och 5 &r har samma
start- och slutpunkt sa blir f% F.dr = f72 F.dr

Sats 9.4.3

Lat F vara ett kontinuerligt vektorfélt i den bagvis sammanhéngande 6ppna méngden 2 C R™.
Om fv F - dr = 0 for varje sluten kurva ~ i €, da finns det ett skalédrfélt ¢ sa att F = V.

Bevisidén for Sats 9.4.3 dr att definiera ¢ enligt ¢(x) = fﬁ/F -dr, dar v ar en valfri kurva fran
a till x och a &r en valfri baspunkt i definitionsméngden till ¢. Sedan aterstar det att bevisa att
F=V¢ < F,=252Vi=12.,n

Definition
En mingd Q C R? sigs vara enkelt sammanhiingande om:
1. Q &r bagvis sammanhéngande

2. for varje enkel och sluten kurva v i Q sa ligger insidan till v i Q.



Sats 9.4.5
oP

0
Om F = (P,Q) #r C! och uppfyller 8—62 = 5 i det enkelt sammanhingande omradet Q C R? sa
x Yy

har F en potential i €.

Bevisidén for Sats 9.4.5 dr att anvinda sig av Sats 9.4.3 och visa att f,y F - dr = 0 {or varje enkel
och sluten kurva v i Q.

5 Samband

Nedan foljer ett gdng samband som visar hur de satser och definitioner som gatts igenom hénger
ihop:

e I R™: F ir konservativt <= J¢: F = V¢ <= fy F - dr =0 om v &r sluten.

0 or
e IR?: F = (P, Q) ér konservativt och C! < x= a—Q =57 = F virvelfritt = f7 F.dr=0
L Y
sa linge F #r definierad och C! pa hela insidan till v. *Ekvivalens giller ifall definitionsming-
den till F ar enkelt sammanhéngande enligt sats 9.4.5.

6 Greens sats for reguljara omraden

6.1 Definition

Det begriinsade, kvadrerbara omradet D C R? siigs vara reguljirt i z-led om D kan partitioneras i
dndligt manga omraden Dy, Ds, ..., Dy, pa formen:

D; = {(z,y)|ai <z < b, ai(z) <y < Bi)},

dir a;(z) och B;(z) dr C° och a;(z) < Bi(z) for = € [a;, by).

Reguljart i y-led definieras pa analogt séatt. D ségs vara reguljart om D &r reguljart i bade x- och
y-led.

6.2 Bevis av Greens sats

Bevis. Steg 1: Antag forst att:

D = D; dir D; = {(z,y)|a; < & < bj, as(z) < y < Bi(x)}
i=1

I forsta steget visar vi att for varje ¢ géller:

—oP
515 Pdx = // OP 1 dy
oD; p, 9y
Betrakta HL enligt Fubinis sats:

b; B:ix)  pp by @
HL= / dx/ ~ay dy=..= / P(z;a;(x)) dx —|—/ P(z;8;(x)) dzx
a; a;(z) a b

y i




Betrakta nu VL:

de:/ de—|—/ Pdx
oD; Y1 Y3

~1 hor till funktionskurvan y = «;(x) = = kan anvéindas som parameter

v hor till funktionskurvan y = ;(z) = = kan anvindas som parameter

4

b; (73
VL = / P(z;a(x)) do + / P(z;fi(x))de =HL V.SV
a; b

i



Steg 2: Vi héarleder att om D &r reguljart i z-led=

Pda::// _8dedy
aD p Oy

Med D = {J;_, D; sa vet vi att ¢,,, Pdr= [[,, %ZP dx dy for varje 1.

- - —oP
;\;éD,ﬁPdw:;//p 3 dz dy

Néar man summerar kurvintegralerna sa kancellerar alla inre integraler, ty varje inre kurva genomlops
en gang i vardera riktning. Det som blir kvar &r kurvintergralen genom den yttre randen 9D.
Summan av dubbelintegralerna 6ver de olika D; blir alltsa dubbelintegralen 6ver hela D.

Steg 3: Vi vet fran steg 2 att om D &r reguljart i x-led sa giller:

Pda:z// _apda:dy
oD p 9y

Pa samma vis kan man visa att om D &r reguljart i y-led sa géller:

ygDQdy_//Dggdzdy

Om D &r reguljart sa géller bada ekvationerna = addera

0Q OoP

= sz+Qdy:// — — —)dxdy O
oD D(ax 59)

7 Areaberakning med Greens sats
Tag P =0 och Q = 2 =Area(D)=¢,, z dy
Alternativt: P = —y och Q = 0 =Area(D)= — ¢, , ydx

Konvex kombination

Area(D) = A xdy—(l—A)% ydr , 0<A<1
aD aD

1 1
I symmetri A\ = 3 = Area(D) = 3 [95 rdy — ydx}
o

D

Exempel: Arean av en ellips
Ellipsen ges av:
v ={(a*cosO,bx sin®)|0 < O < 27}

2m
= Area = 1/2¢mdy —ydx = 1/2/ (a * cos©)(b * cos© dO) — (b * sin®)(—a * sin® dO)
0

~

27
= ab/2/ d© = mab
0



8 Overgang fran R? till R3

8.1 Definition

Lat F : R® — R? vara ett tredimensionellt C1-falt
(1) Divergensen av F ges av

OF, 0F, OF
div(F):(V-F):a—;Jra—;Jra—;.

(2) Rotationen av F ges av

_ _ _ (98 _oF OB OFy OF, OR
rot(F) = curl(F) = (Vx F) = <3y 5 Bs 5 B oy ) (8)

8.2 Omformuleringar av Greens sats

Greens sats, for referens, séger

% F.dr = Fidx + Fody = // <6F2 — 8F1) dzdy. 9)
oD oD p\ 0z Oy

8.2.1 Forsta omformuleringen

Betrakta D som en yta i R3, dvs en del av xy-planet. Betrakta F som ett tredimensionellt falt
genom att ansédtta F3 = 0. D& blir

OF,  OF\ - )
=(==_-=1 F) k=—2_-=21 1
<8x 8y)k:>(V>< ) E= 0 (10)

Vi kan alltsa skriva Greens sats pa formen

ygDF-dr://D(VxF)-NdS (11)

ddr vi vet att detta giller for en yta i R? som ligger i ett plan. Att D &r ett positivt orienterad
innebér att N x dr pekar in mot D.
Stokes sats generaliserar detta till ett godtyckligt C'-ytstycke i R3.

F: F:
curl(F) = (0,07 or _ 61)

8.2.2 Andra omformuleringen

Definera nytt filt G : R?> — R?, dér (Gy, Ga) = (Fp, —F).

Betrakta G i R? genom att sitta G3 = 0. Greens sats hogerled &r da

COF, OF, 0G, 0G, 0G, 0G, 0G5
AL = Ox 8y78x+8y78x+8y+82 V-G (12)




Om vi later D* vara en cylinder i R? med tviirsnittet D och hdjden 1 kan vi skriva om till R?

:>// d;vdy—///* G)dzdydz. (13)

VL= §£ Fidx + Fody = §£ —Godr + G1dy = 55 (G1,Gs) - (dy, —dz) = G- Nds, (14)
oD oD oD oD

Viansterled ger

dér ds ar langdelementet och N ér normalvektorn ut fran D.

G-NdSZ# G-NdS:// (V-G)dV (15)
oD oD* D*

dédr 0D* ar randen till cylindern D* och N #r enhetsnormalen som pekar ut fréan cylindern. Vi vet
att detta géller &tminstone for en cylinder kring z-axeln med ett falt G med G35 = 0.

Gauss divergenssats siger att (15) géller utan samma villkor p4 G och 9D* som vi gav under
omskrivningen.

8.2.3 Aterkoppling

Sammanfattningsvis finns det tva siitt att omformulera Greens sats fran R? till R®. Den forsta
metoden ger ett specialfall av Stokes sats medan den andra metoden ger ett specialfall av Gauss
divergenssats.

9 Ytintegraler

9.1 Definition

Lat F : R® — R? vara ett integrerbart vektorfilt och lat K C R? vara en kompakt kvadrerbar
miéngd vars rand K #r en styckvis Cl-yta. Flodet av F ut fran K ges av

# F - NdS, (16)
oK

déir N &r en enhetsnormal till K som alltid pekar ut fran K.

9.2 Berakning

Precis som med kurvintegraler i R? kan vi berdkna ytintegraler styckvis genom att vilja passande
parametrisering av ytan och berékna tillhdrande dubbelintegraler. Vid denna berdkning kan vi
bestamma NdS-delen i (16) genom att anvinda oss av parametriseringen

r:R? - R3 (17)
(s,t) > r(s, 1) (18)



vilket ger

o or Or

= F- <8r x 8r> dsdt,
MI(9K) 68 8t

dar II(OK) &r projektionen av ytan ner pa st-planet.

(19)

(20)



