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Gauss divergenssats

Sats (10.2.1): Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett C'-filt definierat i en &ppen
mingd, Q C R3. Om det kompakta omradet K C Q har en rand 0K som bestar
av en eller flera C'-ytor orienterade med en utéatriktad normal giller:

%[éKFﬁdS:///K(v.F)dv (1)

For att kunna bevisa Gauss divergenssats maste vi forst ge en definition av ett
reguljart omrade.

Definition: En kompakt, kvadrerbar méangd K i R3 sigs vara reguljart med

avseende pa z om det finns en partition K = U K; sadan att K; = {(z,y, 2)|(x
=1

D;,o(z,y) < 2z < (z,y)} dir D; dr en kompakt, kvadrerbar mingd i R? och
o(xz,y),¥(x,y) ir CO-funktioner s.a. p(x,y) < ¥(z,y)V(x,y) € D;. Reguljiritet
med avseende pa x respektive y definieras pa analogt vis. K sédgs vara re-
guljart om K &r reguljirt med avseende pa x,y och z.

Bevis: Vi delar upp beviset i tre steg:

Steg 1
Betrakta ett omrade pa formen

Ki ={(z,y,2)|(z,y) € D, o(x,y) <z < 9(z,)}.

%K(OOF?’ NdS = /// (6F3>

Enligt Fubinis sats blir hogerledet, dir w(K;) &r K;s projektion i planet:

P(z,y) '
W (G-, | (52 -
7(K:)=D; plzy) \ 0z

Vi bevisar att

,Y) €



= //D.[F:s(m,yﬂ/%(x,y)) — F3(z,y, pi(z,y))] de dy,

dir 7(K;) dr projektionen av K; pa xy-planet, som vi sedan definierar som
D;. Randen av K, det vill siga 0K, bestar av tre delar. Toppen, botten och
en del mellan toppen och botten som gar runt z-axeln. Foér delen som ligger
mellan toppen och botten géller att normalen, N, &r parallell med xy-planet
och sadledes blir R

(0,0,F3)-N =0.

Detta lamnar vansterledet att bli

# (o,o,Fg)ﬁdsz// (0,0,F3)~z\7d5+// (0,0, F3) - N dS
OK; topppen botten

Eftersom toppen tillhér z = ¥ (z,y) giller det att
NdS = (=(x,), = (z,y), 1) dudy = (0,0, F5)-N dS = Fy(x,y, ¥(x,y)) dz dy.
Vilket leder till

//tom,pen(o’ 0, Fs) "NdS = //Di Fi(z,y,¥(x,y)) de dy.

Analogt for bottnen far vi att

botten D,

Slutligen far vi da att

VL = //D [F5(z,y,¥i(x,y)) — Fs(x,y, pi(z,y))] dedy = HL

Steg 2
n
Antag att K &r reguljirt med avseende pa z = K = |J K; dér vi vet fran steg

i=1
1 att for varje 4 giller:

%Ki(O,O,Fg)-J\Ade:///Ki (%?’) av.

Om vi adderar detta far vi att summan av hogerledet trivialt blir [[f, (2£2) dV.

For vinsterledet behdver man visa att summan blir ¢f, . (0,0, F3) - N dS genom
att visa att alla flodesintegraler 6ver inre stycken kancelleras.

Steg 3
Pa analogt vis kan man visa att om K &r reguljirt med avseende pa y géller

det att oF
# (o,FQ,O)-ﬁdsz/// (2) dav.
0K K dy




Samt att om K &r reguljart med avseende pa x

%'éK(Fl,o,O) -ﬁdS///K (%ﬁ) dv.

Detta betyder att om K &r reguljirt géller alla tre likheter och vi kan addera

dem till
# IB‘-]VdS:///(VF)dV.
oK K

Observera att detta kan generaliseras till hogre dimensioner.

O

Fysikalisk tillimpning av Gauss divergenssats

Coloumbs lag for krafter mellan elektriska laddningar ges av

~

Lat nu K vara ett klot av radie a kring @ (OBS: Fér klot & N = 1)

= E- NdS = ¢ '2Q dS = 47CQ. (3)
K oK @

Detta kan generaliseras till kontinuerligt utsmetade stationéra laddningar vilket
ger Gauss lag for elektriskt flode:

The total electric flux through a closed surface equals 1/ times the net elextric
charge within that closed surface. Where € is the electric permitivity of the me-
dium.

Vilket, matematiskt uttryckt, ar

# E-]\AdeZE/// p(z,y,z)dV.
oK € K

Om vi nu applicerar Gauss divergenssats i vénster led och antar att € dr konstant
inom kroppen K fas

%KE.Ndsz///K(V.E)dV:///Kng

Da detta géller for godtycklig sluten kropp K ér integranderna lika vilket att

0
V-E="C. (4)

Denna likhet dr den forsta av Maxwells ekvationer.



Stokes sats

Definition: Lat D vara en kompakt, kvadrerbar delméngd till R? med positivt
orienterad rand 0D € C'. Latr: D — R3.

Y = r(D) kallas fér en parametriserad C'-yta.

Vi definierar randen 9Y enligt 0Y = r(0D) och JY ségs vara positivt orien-
terad om den drver den positiva orienteringen for 0D.

Stokes sats (10.3.2): Lat F = (Fy, Iy, F3) vara ett Cl-filt definierat i en
6ppen mingd Q C R3. Om Y ér ett orienterat Cl-ytstycke i Q med orienterad

rand 9Y giller
gﬁ F-drz/(VxF)-ﬁds. (5)
oY Y

Bevis: Detta bevis giiller da Y ir en del av en C?-funktionsyta, d.v.s. da

Y = {(2.y, f(a,y)) : (2, y)eD C B2, feC?)}.

Vi bérjar med att utveckla vinsterledet
¢ Fdr:¢ (F17F27F3)~(dx,dy,dz):
Ay )%

afdx + a—fdy) =

kedjefgerln¢ (£, Fo, F3) - (d
= 1,42,43)" L, dy’ or
(9Y)=0D or o

reen 8 a
Gre 515 (F1+F33f)dx+(F2+F3 fd =

5‘y)
of, 0 of
(F: —(Fy + F3==))dzdy =
— [ Gotea s 25 = L+ R oy
efter utveckling av de partiella derivatorna med hjilp av kedjeregeln far vi en
term for integranden som forenklas till féljande

:_af[aFg,_éFg] 8f[8F1 8F3}+[8F2 apl]:

Ox 0y3

dz | dy 0z 9z Oz
detta uttryck kan forenklas till

af _9f
= F A
= Fdrf// (V x F) 8f af, 1)dxdy
) %y
pa funktionsytan z = f(z,y) &r NdS = (_%’ _%7 1)

= F-dr://(vXF)ﬁds
oY D



Forhallandet mellan begreppen virvelfritt och kon-
servativt i R?

Definition: Ett C'-vektorfilt F : R3 — R? siigs vara virvelfritt om V x F =
0.

Observera att detta #r konsekvent med definitionen i R? ty om

B _(0F,  OF\ ¢ B
F—(Fl,FQ,O):>V><F—(ax ay)k:>V><F—0 (6)

vilket géller om och endast om % = 887};1 som #r definitionen i R?.

Sats (10.5.3): Om F = V¢ och ¢ € C? iir F virvelfritt.

Bevis: Lit F = Vo = Fy = 2, F, = 32, Fy = 2. Da far vi

vur o (MO8 0606, OF: 0

Satter vi nu in virdena for Fi, Fo samt F3 far vi

Po o Po  Po o 0%
Oy0z 0z0y 0z0x 0Ox0z Oz0y Oyox

VxF—(

sec® (o P P o Po ¢ — (0,0,0)=0
 \Oydz 020y’ 0z0x  Ox0z’ dxdy Oyox)

Sats (10.5.4): Om F : Q — R3 ér virvelfritt och  ir enkelt sammanhéngande,
da &r F konservativt.

For att kunna bevisa detta maste vi definiera vad det betyder att vara en enkelt
sammanhéngande méangd.

Definition (i R™): Lat Q@ C R™. Q sigs vara enkelt sammanhingande
om

e () 4r sammanhéngande

e Varje enkel sluten kurva v i € kan kontinuerligt kontraheras till en enda
punkt utan att lamna €2

Bevis: Det ricker enligt sats 9.4.3 att visa att

yngr:O (7)

for varje enkelt sluten kurva v i . Lat v vara en sadan kurva. Eftersom 2 ar
enkelt sammanhéngande sa kan « kontinuerligt kontraheras till en punkt inom
Q. Lat Y vara ytan i Q som sveps ut under kontraktionen. Da &r v = +9Y,, (£



ty vi vet ej a priori hur v &r orienterad med avseende pa Y'). Detta leder till

att
%F-dr:i% F-drsﬂ‘““//(vXF)ﬁds:o
¥ oy Y

vilket var vad som skulle visas. OJ

Fysikaliska tillimpningar av Stokes sats

Faradays law of induction

The induced electromotive force in any closed circuit equals the negative of the
time rate of change of the magnetic flux enclosed by the circuit.

Matematiskt kan detta skrivas

§£E dr———// B NdS = / . NdS
ins(vy) ins(

omskrivning med hjélp av Stokes sats ger

yﬁE dr_// (VxE)  NdS =
ins(7)
= // (V xE)-NdS = // . Nds

Eifi
=V x o (8)

Ampeéres lag

En strém i en ledare av oéindlig lingd producerar ett magnetfiilt (B) vinkelritt
mot ledaren.
B(2,.2) = (5, ———.0) (9)
b b) IQ + y2 b) 1‘2 + y2 b
Vi har redan sett att om v &r en enkel, sluten kurva i ett plan, ortogonalt mot
ledaren, runt ledaren &r

¢B~dr:c[(27r):,u[;,u:2ﬂ'c (10)
.

w kallas den magnetiska permeabiliteten i mediet. Den magnetiska permeabilite-
ten i vakuum, #ven kallad magnetiska konstanten, o = 47 x 1077 NA~2,

Om strommen istéllet ar kontinuerligt utsmetad har vi en sa kallad stromtéthet
J. Den kontinuerliga versionen av foregaende ekvation blir

%B-drzu// J-Nds
5 ins(v)



tillampa Stokes sats i vénsterled och anta att p &r konstant inom ledaren -y sa
att vi kan plocka in den i integranden

%B-drs‘@“// (VXB)-NdS:// uJ - NdS =
~ ins(7y) ins(y)

= VxB=puJ (11)

Den elektromagnetiska vagekvationen

Med hjélp av nablaoperatorn (V = (9/0x,0/dy,0/0z)) kan vi som tidigare
gjorts formulera ett flertal viktiga ekvationer och satser, men det kan ocksa
vara bra att kidnna till nagra generella identiteter:

V- (VxF)=0 (12)
V x (V¢) =0 (13)
Vx(VxF)=V(V-F)-V?F (14)

V2 eller A kallas for Laplaceoperatorn, (V2 = (9/0x2 + 02 /0y? + 9% /9z?)). Om
vi tar hjélp av dessa identiteter kan vi tillsammans med Maxwells ekvationer
efter ett antal steg hérleda den elektromagnetiska vagekvationen. Vi betraktar
laget da vi befinner oss i vakuum.

Sedan tidigare har vi sett att for det elektriska filtet E géller det att

V.E="
€

vilket vi kdnner igen som Maxwells forsta ekvation. Variabeln p ger oss ladd-
ningsdensiteten och € = den elektriska permittiviteten. I vart specialfall dar vi
befinner oss i vakuum &r dock laddningsdensiteten noll och vi far att

V-E=0. (15)

Vi kommer ocksa att anvinda oss av Faradays och Amperes lagar som tidigare
hérletts,

0B

VIE= 0
0B
VxB=upJ+ pe—

ot’

dér magnetfiltet B relateras till det elektriska filtet. Har har Amperes lag kor-
rigerats med ytterligare en term till vad som kallas Maxwell-Amperes lag. Da
stromtétheten J dven den &r noll i vakuum fas till slut

OE
B = —_— 1
V x HoE0 ot ( 6)



Om vi nu tillampar ekv. 14 med F = E far vi att hogerledet blir
V- (V-E) - V?E,
dér den forsta termen blir noll enligt ekv. 15. Vidare fas da

2 2 2
0 0 0 )E

V2 E= |2 4+ =2 4
v 8m2+8y2+832

Om vi nu istéllet utvecklar vinsterledet far vi att

O g (B)men _9 aw 0 OB _
Vx(VXE)=Vx (826) = 8t(VXB)_ 57 \Hoco5, | =

O’E
= —H0€0 (=5 -

ot?

Vinsterledet har varit lika med hogerledet hela vigen sa vi far att

0? 0? H? O°E
o2 T o T o )BT ot

Redan i ldsvecka ett sag vi ett exempel pa den endimensionella vagekvationen,

of _19f
dx2 2 o2

dédr den allménna l6sningen gavs av f(x,t) = Hy(z — ct) + Ha(z + ct), alltsa en
superposition av hoger respektive vinstergaende vagor med farten c¢. Man kan
dven bevisa att den allménna losningen till vagekvationen i det tredimensionella
fallet dr en superposition av vagor med fart c¢. For elektromagnetiska vagor
kommer det da gilla att

1
VvV Ho€o

Det gar inte nog understryka vikten av denna ekvation - Maxwell visade hur
elektromagnetiska vagor beter sig i vakuum och att deras hastighet ar exakt
densamma som ljusets hastighet, c. I forldngningen innebar detta att vetenska-
pen for forsta gangen nagonsin forstod att ljuset faktiskt dr en elektromagnetisk
vag.

1 8 -1
— = oo = ¢ = ~ 2,998 -10° ms™ .

c2

Optimering

Att optimera funktioner i flervariabelanalys innebér att vi vill bestdmma det
storsta och minsta viardet en given funktion f : R® — R kan anta i en viss
delméngd D C R™. Losningen av detta grundldggande optimeringsproblem byg-
ger pa generaliseringar av de metoder vi kidnner igen fran envariabelanalysen.
For allménna méangder ar det dock ingen sjélvklarhet att det faktiskt existerar
max- och minvéarden och vi inskrénker oss darfor har till ett specialfall.



Vi véljer att betrakta fallet da var delméngd D = K, en kompakt méngd. Detta
innebér att i de fall funktionen f &r kontinuerlig sa géller det att f antar bade
ett storsta och minsta viirde inom méngden. En extrempunkt for f maste a
priori antingen antas i en inre punkt eller pa méngdens rand 0K vilket kommer
mojliggéra anvindandet av en rekursiv strategi. Notera att om vi betraktar
méangden K som en n-dimensionell kropp ar det intuitivt att tdnka sig randen
OK som (n-1)-dimensionell. Lat oss nu dérfor formulera en generell metod for
att bestdmma extrempunkter i flera variabler.

Steg 0
Satt R := K och g := f.

Steg 1

Vi bérjar med att betrakta de inre punkterna i miangden. Om ett extremvirde
antas i en inre punkt maste det ocksa vara ett lokalt extremum. Vi borjar déarfor
med att bestdmma alla lokala extrempunkter till funktionen g i regionen R. I de
fall da g € C* giller det ocksa att varje lokal extrempunkt #r en kritisk punkt.
Detta innebér att vi bara behover 16sa ekvationssystemet Ag = 0. Nér vi hittat
var funktions kritiska punkter i regionen sparar vi dem som kandidater till max-
och minvéarden for att utvirdera dem i avslutningsfasen.

Steg 2
Nu ar det dags att utvirdera eventuella extrempunkter pa randen 0R. Bestdm
forst en parametrisering av OR enligt:

r: D — 0R,
dér,
D CR* 1.
Séatt sedan,
R :=0R g:=gor,

vilket innebér att vi betraktar restriktionen av den ursprungliga funktionen
till randen av det ursprungliga omradet. Nu kan vi ga tillbaka till steg 1 och
upprepa processen. Detta rekursiva forfarande kan vi fortsidtta med tills var
parametrisering av randen inte lingre #r en C!'-funktion.

Steg 3

Niér processen dr klar bor det finnas ett antal kandidater till extrempunkter. Da
aterstar det endast att substituera in punkterna i den ursprungliga funktionen
och vilja ut det storsta och minsta funktionsvéirdet som antas.



