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1 Gauss’ sats

Gauss’ divergenssats dr en av tva generaliseringar av Greens sats som kan
anvindas for berdkningar i R?. Den anvinds nir flodet ut ur slutna ytor,
eller ytor som ganska latt kan slutas, ska berdknas.

1.1 Gauss’ sats (Divergenssatsen)

Lat F = (Fy, Fp, F3) vara ett O'-filt definierat i en 6ppen mingd Q C R3.
Om det kompakta omradet K C  har en rand 0K som bestar av en eller
flera C''-ytor och som #r orienterad med utatriktad normal sa giller

%KF-NCZS:///K(V-F)CIV. (1)

1.2 Reguljirt omrade

Beviset till Gauss’ divergenssats som kommer tas upp bygger pa att omradet
ar reguljirt. Darfor maste det forst definieras vad det innebér med att vara
ett reguljirt omrade.

Def: En kompakt och kvadrerbar mingd K i R? siigs vara reguljért m.a.p z

n
om det finns en partition K=J K; sa att
i=1

K; = {(.fC,y, Z) ‘ (1’,y) € D, goz(a:,y) <z< wl(x7y)}7 (2)

dsr D; &r en kompakt och kvadrerbar mingd i R? och ¢;(z,y) och ;(x,y)
ar CO-funktioner s.a. o;(z,y) < ¥i(z,y)V (z,y) € D;.

Regularitet m.a.p. x resp. y definieras pa analogt vis. K sigs vara reguljart
om K ar reguljéart m.a.p. alla tre.

1.3 Bevisskiss till Gauss’ sats for reguljira omraden

Beviset bygger pa att ta en komponent i taget i (1) sa att man forst un-

dersoker OF
¢ ©.0.m) Fas= [l & av. (3)
oK, K, 0z

M.h.a. (2) kan man bevisa att dessa &r lika genom att anvéinda Fubinis sats
pa hogerledet och sedan utnyttja att z ligger mellan tva funktioner av x
och y. Detta gor att x och y kan anviéndas for parametrisering av topp och
botten vilket i sin tur kan anvédndas for att omformulera vénsterledet. Ytan
mellan dessa funktioner har per definition i varje punkt en normelvektor
som dr parallell med zy-planet vilket leder till att skaldrmultipliceringen
(0,0,F3) - N blir noll. Efter lite rikning kommer man sedan fram till att
H.L.=V.L.



Detta bevisar att (3) stdmmer i ett delomrade K;. Nésta steg dr att
bevisa att addition av alla omraden K; i K ger

%K(O,O,Fg)-NdS:///K(%f”)dv. (4)

dér hogerledet ar trivialt och en bild av alla omraden K; kan visa att alla
inre ytor tar ut varandra sa att endast kanterna blir kvar.

Slutligen kvarstar det att konstatera att samma rakningar kan goras for
x och y om K &r reguljart m.a.p. dessa. Lagger man sedan ihop detta ger
addition av resultaten (1) ifall K &r reguljért.

1.4 Viktiga observationer

For att anvinda Gauss’ sats krivs det att omradet som flodet ska berdknas
genom &r slutet. Ibland har man omraden som inte &r slutna men dér satsen
anda kan vara till hjilp eftersom omradet liatt kan slutas med en yta genom
vilken flodet ar latt att berdkna, till exempel om man vill rékna ut flodet ut
genom en halvsfér.

Det bor &ven ndmnas att Gauss’ sats ger flodet ut ur en kropp. Vill man
rakna ut flodet in i en kropp &r det dock bara att ligga pa ett minustecken
pa resultatet av Gauss’ sats for att fa fram svaret.

Slutligen &r det viktigt att komma ihag att Gauss’ sats endast géller for
funktioner utan "hal”i omradet. Vill man till exempel rikna ut flédet av
F = (ﬁ, %W,z) ner genom paraboloiden {(z,y,2)|z = 2% +¢%, 0 <
z < 1} kan man inte anvéinda Gauss’ sats eftersom F inte &r definierad léings
med z-axeln.

1.5 Fysikalisk tillimpning pa Gauss’ sats

Betrakta Coulumbs lag i elektrostatik

CQq.,
F = TTI', (5)

dér F ar kraften, @ och ¢ ér laddningar pa tva partiklar, © &r vektorn mellan
dessa, r &r lingden av vektorn r och C &r nagon universell konstant. Det
elektriska filtet EE som produceras av laddningen () definieras som

F=¢E=>E=—
-

(6)

Om K nu far vara ett klot med radie a kring () kan man skriva
~ \ — C
# E-Nds = # —?ds — 47 CQ. (7)
0K oK @

En generalisering av detta heter Gauss’ lag for elektriskt flode. Denna lag
séger att det totala elektriska flodet ut genom en sluten yta dr samma som




den totala elektriska laddningen i kroppen som omsluts av ytan multiplicerat
med 1/e (e dr den s.k. elektriska permittiviteten). For att vara konsekvent
med tidigare rikning sa ar C' = ﬁ. Gauss lag uttryckt matematiskt ger

%KE - NdS = i///}(p(x,y, 2)dv, (8)

dér p(z,y, z) ar den sa kallade laddningsdensiteten. Gauss’ sats pa detta ger

///K (V-E)dV = ///K p(x’ey’z)dv, (9)

som giller for godtyckligt K. Detta leder till likheten

v.E_ P@&y2)

e (10)

vilket dr Maxwells forsta ekvation.



2 Stokes’ sats (10.3)

2.1 Rotation

Def: Lat F : R3 — R3 vara ett 3-dimensionellt C'-vektorfilt. Da ges rota-
tionen av F av
def ,OF3 aFQ 0F, O0F; 0Fy, OF;
t VxF = , — , _
rot(F) = S TR PR R TR T

). (11)

2.2 Orienterat ytsycke

Def: Antag att den orienterade C''-ytan Y har en parametrisering r = r(s, t)
och (s,t) € D, alltsa Y = r(D), diar D &r en kompakt delméngd av st-planet
med positivt orienterad C'-rand D. Ytstycket Y har i sadana fall en rand
som definieras som Y = r(0D) och Y siigs vara ett orienterat ytstycke med
en orienterad rand 9Y ifall 9Y &rver orienteringen av 0D.

2.3 Stokes’ sats

Lat F = (Fy, Fp, F3) vara ett C'-filt definierat i en 6ppen mingd Q C R3.
Om Y &r ett orienterat ytstycke i {2 med orienterad rand 9Y, sa géller att

/m/F-dr:/Y(VxF)-NdS (12)

2.4 Bevis av Stokes’ sats

Vi bevisar satsen i ett specialfall d en yta Y #r en del av en C%-funktionsyta,
dvs.

Y = {(z,y, f(z,y))|(z,y) € D CR? f € C*} (13)

VL = gSaYF dr = gSaY Fl,FQ,Fg) (dm dy, dZ = ¢8Y F1d$+F2dy+F3dz =

{funktionsyta kedjeregeln} = ¢ (v)=op F1dz + Fady + Fg( L da + dy) =

sﬁaD F, + F; 8I)dac + (Fy+ F3 ay)dy = {Greens sats} = ffD 5y (F2+ Fga—y) —
(Fl + F39L)]dwdy

Utveckla termerna med hjélp av kedjeregeln:

d 92 d 9F, O of (8
(B + FBy3h) = SFs + SR+ Fgfy = (52 + 5250 + (G +

OF, of . 02
D2 a0) T Faanay

Pa samma séitt

OF | OF1 0 OF; | 0F30
(F1+F3 L)y = (% + dzld£)+df( 3+dz38£)+F8$dy



Man kan da utfora subtraktionen. Da f € C? giller Clairaut och de ter-
mer med bade f, och f, tar ut varandra. Vi far att VL blir

Wol=5: (55 = 32 = (3 = G2) + (52 — 5 )dady

HL = [[,(V x F)- NdS, dir NdS = +(—fz, — fy, 1)dxdy enligt formeln
for en funktionsyta och vi far:

Iopl=3E (% — 92 — GL(% — o) + (%% — 28| dady = VL O

2.5 Intressant observation

Ifall man skulle séitta in F = (F, Fy,0) i Stokes’ sats, alltsa att hela ytan
befinner sig i xy-planet. s& skulle man fa ut en ekvation som ser ut sahér:

F, OF
55 Fidax + Fydy = / Q - b )dzdy (14)
oY

N blir (0,0,1) och dS blir dedy, pa grund av att hela ytan befinner sig
i xy-planet. Detta leder till att HL endast bestar av den tredje termen i
(V xF). Notera att (14) &r Greens sats, vilket maste betyda att Greens sats
endast ar ett specialfall av Stokes’ sats.

2.6 Fysikaliska tillampningar
Faradays lag séger:

ygDE dr_—//B NdS = — // == . NdS (15)

Tillaimpning av Stokes’ sats pa vénsterledet av (15) ger:

// (VxE)-NdS = — // -NdS,

vilket leder till en av Maxwells ekvationer:
0B
ot

Detta ar dven Faradays lag i differentialform.

(VXE)=-— (16)

Sedan har vi &ven Amperes lag som beskriver magnetfiltet B utanfor en
lang rak ledare med strémmen I:
1
B =y = B(2mr) = pl, dir B = 1Bl
r

Genom att uttrycka vénsterledet av ekvationen som en linjeintegral ldngs
en cirkel S som omsluter strommen fas:

B-dr = pul (17)
aS



Lat I vara summan av ett antal strommar som omsluts av cirkelranden 0.5
och som definierar stromtétheten J. Flodesintegralen av stromtétheten dver
ytan som omsluts av cirkeln S ger oss den totala strommen i ytan S, vilket
gor att vi kan skriva om ekvationen till:

B-dr = u// J-NdS. (18)
oS S

Genom tillaimpning av Stokes’ sats erhalls:

//S(v x B)-NdS = //Su.] - NdS, (19)

vilket leder till Amperes lag i differentialform:

(VxB)=pJ (20)



3 Nablarikning

3.1 Bakgrund

Inom vektoranalysen anvénds operationer som gradient, divergens och rota-
tion for att undersoka hur skalér - och vektorfilt beter sig. Detta gors med
hjalp av den vektoriella derivationsoperatorn V, (uttalas nabla).

3.2 Nablaoperatorn (V)

Det gradient, divergens och rotation alla har gemensamt &r att de tar del

av de partiella derivationsoperatorerna %, ai’ %. Dessa partiella deri-
1 T2 xr3

vationsoperatorer kan sammanstéllas till en enda vektoriell operator, V. V

definieras som

.0 9 0

0wy Owy Owg”
I matematiska berdkningar beter sig V som en normal tredimensionell vek-
tor. Vid multiplikation med en skaldr funktion f av tre variabler x1, xo, 3,
kommer resultatet att bli

(21)

_(9f of of
V= (871’87:1;2’87:%)' (22)

V ar dven anvéandbart for vektorfilt och kan anvéndas for att skaldrmultiplicera
eller ta vektorprodukten av V och ett vektorfilt. For att exemplifiera detta,
definieras vektorfiltet F = (F}, Fy, F3). Skaldrprodukten ger ekvationen

o o0 0 oF, 0F, OF
1, 9% O3

V-F=(——,—) (I, Fs, F3) = =div F. (23
Vektorprodukten av V och F blir
€1 €2 €3
VxF=|% &2 ;L =rotF. (24)
P F,  Fj

dér e, e2, e3 #r enhetsvektorer i R3.

3.3 Viktiga samband samt dess tolkningar

Ett antal samband som kan tillimpas for tva C2-funktioner, vektorfiletet u
och skalérfiltet f, ar foljande:

V% (Vf)=0 (25)
V- (VxF)=0 (26)



? 92 9

o+ S+ =) = A, 2
Ox? * Ox3 * 61‘%) 27)
V x (VxF)=V(V-F) - V’F (28)

Samband (25) ger att varje C? potentialfilt &r virvelfritt. Intuitivt, V och
V f ar parallella, kommer deras kryssprodukt att bli 0. Definition (26) ger att
V x F vara ortogonal mot bade V samt F, vilket innebér att dess divergens
ar 0 for alla F.

VZ=V.V=(
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4 Potentialer

4.1 introduktion

Studiet av potentialer i rummet bygger pa tidigare avsnitt, potentialfalt i
tva dimensioner, diarfor kan man overfora de flesta definitioner samt resul-
tat fran planet till rummet med sjélvklara modifikationer. Om vi betraktar
kurvintegralen

/F-dr = /Fldxl + Fodxs + Fydxs (29)
v v

kan vi séiga att den dr “oberoende av vigen” om dess virde bara beror pa
kurvans dndpunkter.

Ett potentialfilt eller konservativt falt ar ett falt F som i hela sin defini-
tionsméngd kan skrivas

ou oU oU

F = gTadU = (871'1’ 87"1;27 87:53)

(30)

for nagon funktion U, som kallas en potential till F.

4.2 Formler

For potentialfilt géller formeln

/ F.dr = U(b) — U(a), (31)

dér a och b dr start respektive slutpunkt pa kurvan ~. Kurvintegralen &r
saledes oberoende av vigen. Som i tva dimensioner finner man ocksa att
potentialfiltet ar unikt i detta avseende, upp till en konstant.

I vissa sammanhang talar man om differentialformen istéllet for vektorfiltet
F = (I, F, F3). Differentialformen &r

Fidxi + Fodxo + Fidzs (32)

4.3 Virvelfria filt och potentialfilt
Def: Ett C! - filt F: R3 = R3 siigs vara virvelfritt om rot(F) = 0

Sats 10.5.3
Varje C2-potentialfilt #r virvelfritt. Bevis: Se ekvation (16) i avsnitt 3.3.

Viktigt att notera ar att alla virvelfria filt inte &r potentialfilt, att vill-
koret inte ensamt récker for att garantera existensen av en potential i hela
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definitionsomradet fér F. Det beror pa dess lokala karaktir men maste kom-
pletteras med nagot globalt krav for att F sékert skall ha en potential. Ett
sadant krav dr att definitionsméingden ) for F ar enkelt sammanhingande.
Beskrivningen av enkla sammanhéngande méngder i planet som omraden
som saknar hal duger inte i rummet. I tre dimensioner definierar vi detta
begrepp genom kravet att varje enkel sluten kurva i 2 kan deformeras kon-
tinuerligt till en punkt i 2 utan att omradet nagonsin lamnas. For en kurva
som inte ar alltfor egendomlig &r detta liktydigt med att kurvan utgoér rand
till en orienterad yta som ligger helt och hallet i 2.

Sats 10.5.4
Om vektorfiltet F ar virvelfritt i ett 6ppet enkelt sammanhéngande omrade
Qi R3 sa har S en potential i €.

Bevis
Enligt Sats 9.3 i boken &r vi klara om vi kan visa att kurvintegralen fv F-dr
ar oberoende av viagen i 2, dvs att

/ Fdr = 0 (33)
.

for varje enkel sluten kurva «y i 2. Vi visar detta bara i det fall da ~ &r rand
till en yta Y i 2. Da ger Stokes’ sats att

/F-dr:i//y(rotF)-NdS:O (34)
v

och darmed &r det bevisat.

5 Optimeringsproblem

5.1 Introduktion

Optimering ar en gren av matematiken dér samband med en eller flera fri-
hetsgrader undersoks for att fa optimalt resultat av en rent matematisk
modell eller en forenkling av ett verkligt samband.

5.2 Repetition av kompakt mingd

Ett viktigt begrepp inom optimering &r kompakta mdangder, och déarfor repe-
teras hér definitionen av en kompakt méngd samt en sats som ar ett viktigt
hjalpmedel for att 16sa optimeringsproblem.

Def. En mdngd i R" kallas kompakt om den dr dr begrinsad och sluten.

12



Med vetskapen om vad en kompakt méngd &r kan nu den sats som kom-
mer anvéindas vid optimering pa kompakta omraden att beskrivas.

Sats. Om f dr en reellvdird kontinuerlig funktion med en kompakt defini-
tionsmdangd D sa antar f bade ett storsta och ett minsta virde © D.

5.3 Optimering i kompakta omraden

Enligt satsen i forra stycket sa vet vi att det finns ett minsta och storsta
virde for en reellvird funktion definerad i en kompakt méngd. Detta gor
att vi inte behover stilla oss fragan om huruvida optimering dr mojligt, och
om f #r av typ C' kan det givna problemet istillet angripas med féljande
metod(virt att notera &r att det saklart kan forekomma max och minvérden
i icke-kompakta méngder):

Antag att vi vill optimera f som &r definerad i en kompakt méngd Q.
Maxpunkten kan da antingen tillhora méngden Qs inre eller eller randen
0Q. For att da hitta maxvirdet kan man borja med att hitta alla lokala
maxvéirden 1 méngdens inre och jamféra dem med maxvéardet for punkter
som ligger pa randen.

Alla extremvérden i méngden ) 's inre dr lokala max- eller minvérden.
Som vi vet sen tidigare &r dessa extrempunkter p stationdra punkter, det
vill séiga att funktionens alla partiella derivator i punkten dr 0 (Vf = 0).
Maxviérdet for punkter i méangdens inre blir da:

max(f(p1), f(p2); - (f (Pr)) (35)

dér k &r antalet stationédra punkter i midngdens inre.

Att berdkna funktionens f’s maxvirde fér punkter som ligger léngs ran-
den #r ofta relativt enkelt. T.ex.i R? kan randen beskrivas av en parameter,
vilket ofta gor det till ett relativt trivialt problem att hitta funktionens
maxvéirde pa randen.

Det &r dock viktigt att minnas att i vissa fall sa kan randen till en méngd
ha en rand, som i dimensioner hégre dn 2 i sin tur ocksa ha en rand etc.
Till exempel har en tetrader sin volym som inre méngd, och sina sidor som
rand. Dessa sidor har i sin tur tetraederns kanter som rand, och slutligen
har kanterna tetraederns hérn som rand. Funktionens vérde i dessa punkter
maste da saklart jimforas med andra maxvéirdes-kandidater pa randerna
och méngdens inre.

Mer precist sa forenklas beréikning av maxvéirden pa randen till optime-
ring av en funktion av en variabel for de intervall som utgor randerna till
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méingden. Det stérta och minsta av de kandidater man far av denna optime-
ring kombinerat med inre mingdens extrempunkter resulterar i funtionens
maximum respektive minimum pa den kompakta méngden.
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