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1 Gauss divergenssats (sats 10.2.1)

Sats: Lat F' = (Fy, Fy, F3) vara ett C!-filt definierat i en 6ppen mingd 2 C R3.
Om det kompakta omradet K C €2 har en rand 0K som bestar av en eller flera
Cl-ytor och som &r positivt orienterad med utatriktad normal sa giller

aKF.J(rdS:///K(V-F)dv. (1)

Bevisidé: For att bevisa satsen kan man borja med att visa att den géller for
reguljira omraden och sedan visa man att den dven géller for omraden som kan
partitioneras i dndligt manga reguljara delar. For att visa att satsen géller for
reguljira omraden kan vi dela upp ekvationen och behandla x, y och z separat.
Eftersom de behandlas analogt racker det med att visa en. I z-led géller

#M(Q 0,F) - NdS = //K %dmdydz. (2)

Hogerledet i (2) kan med hjilp av Fubinis sats skrivas om till

HL = //D[Fs(x,yvg(x,y)) - F3(Z‘,y, f(:c,y))]d:cdy (3)

dér g och f &r den 6vre och undre funktionsytan till K, och D &r defini-
tionsméngden till g och f. Om ytintegralen i vénsterledet i (2) delas upp i
den 6vre och den undre funktionsytan samt en eventuell yta i mitten, sa kom-
mer bidraget fran mittenytan bli noll vid multiplikation med normalvektorn N
och det som star kvar kommer efter omskrivning vara lika med hogerledet.

2 Stokes sats (sats 10.3.2)

Sats: Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett C*-filt definierat i en 6ppen miingd 0 C R3.
Om Y &r ett orienterat ytstycke! i Q med orienterad rand? 0Y si giller

ayF~dr://Y(V><F)-NdS (4)

Bevisidé (specialfall): Satsen som vi har bevisat i kursen &r specialfallet da Y’
ir en del av en C?-funktionsyta. Vid utveckling av viinsterledet kan z da skrivas
om som en funktion av x och y. Eftersom funktionsytan har en kontinuerlig
andraderivata kan Greens sats anvéndas for att skriva om den slutna kurvinte-
gralen till en dubbelintegral. Efter utveckling med kedjeregeln &ér vénsterledet
lika med hogerledet.

LOm ett ytstycke #r orienterat betyder det att kryssprodukten av ytstyckets normal och
randens tangent pekar mot ytstycket om randen &r positivt orienterad och ifran om den &r
negativt orienterad.

2En rand #r (positivt) orienterad om dess omrade ligger till viinster om randen da den
genomlops i positiv riktning.



3 Forhallandet mellan begreppen virvelfritt och
konservativt (i R?)

Ett C'-vektorfilt F : R® — R3 siigs vara virvelfritt om V x F = 0.

3.1 Sats 10.5.3
Om F = V¢ och ¢ € C? = F virvelfritt (Sats 9.4.4 siiger samma sak i R?).

3.2 Bevis for satsen
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3.3 Sats 9.4.5 (R?)

F ar virvelfritt = F &r konservativt, sa linge definitionsméngden &r enkelt
sammanhéngande.

Men definitionen for enkelt sammanhéngande som vi har givit i R? fungerar
ej for R3, ty en enkel, sluten kurva v delar ej R3 \ « i tvd sammanhingande
komponenter.

3.4 Definition av enkelt sammanhingande i R?

Lat Q C R™. Q séigs vara enkelt ssmmanhidngande om

(i) Q dr sammanhingande (dvs nir alla par av punkter i 2 kan forbindas
med en kurva utan att limna Q).

(ii) varje enkel, sluten kurva ~ i 2 kan kontrakteras kontinuerligt till en enda
punkt utan att ldmna €.

3.5 Sats 10.5.4 (R?)

Om F : Q — R? &r virvelfritt och Q 4r enkelt sammanhingande, sa #r F
konservativt.



3.6 Bevis av satsen

Det ricker enligt Sats 9.4.3 (bevisat pa foreldsningar for R™) att visa att

¢F~dr:0
¥

for varje enkel, sluten kurva v i Q.

Lat « vara en sadan kurva. Ty Q &r enkelt sammanhéngande sa kan ~ kon-
tinuerligt kontrakteras till en punkt inom Q. Lat Y vara ytan i 2 som sveps ut
under kontraktionen. D4 dr v = +9Y (& ty vi vet ej hur v &r orienterad med
avseende pa Y)

— %F-dr:ﬁ: F-drStO:kes//(VxF)-NdS:O
0 oY Y

ty V x F' = 0 enligt antagande. O

4 Nablarikning (i R?)

Nabla ar en vektorvird differentialoperator som betecknas:
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Nablaoperatorn anvénds for att underlitta riknandet av gradienten (grad)
till ett skaldrfilt ¢ av klassen C!
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divergensen (div) av vektorfiltet F = (F, Fy, F3) av klassen C!
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och rotationen (rot / curl) av F
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4.1 Viktiga identiteter inom nablarikning

Lat F : R? — R3 och ¢ : R? — R vara C?-filt, d& har vi féljande identiteter:
V- (VxF)=0 (div curl = 0) (1),
Vx(Vg)=0 (curl grad = 0) (2),
Vx(VxF)=V(V-F)-V?*F (curl curl = grad div - Laplacian) (3).



4.2 Bevis av identiteterna

1). Lat F:R3 — R3 vara ett C?-filt si att vi med definitionen av div och
curl far
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enligt Clairauts sats om att en funktion f(z1,zs,...,z,) € C? satisfierar
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Alltsa V - (V x F') = 0 (alla rotationsfilt &r kéllfria). O

2). Detta bevisades pa sida 3 (Bevis 3.2).
3). Lat F:R?® — R3 vara ett C%-fillt. DA &r
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och Laplacian / Laplaceoperatorn (A)
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5 Maxwells ekvationer

Maxwells ekvationer (i form av partiella differentialekvationer):

7) v E=" (Gauss lag),
€
it) V-B=0 (Gauss lag for magnetism),
B
1) VxE= faa—t (Faradays lag),

w) VxB=ud+ psaa—f (Amperes lag med Maxwells korrigering).
Hér giller att p dr laddningstétheten, J ar den elektriska stromtétheten, € och
u ar mediets elektriska permeabilitet respektive magnetiska permittivitet. Max-
wells ekvationer beskriver:

i) sambandet mellan ett statiskt elektriskt filt och de elektriska laddningarna
som orsakar filtet — Gauss lag,

i7) hur inga magnetiska monopoler existerar, med andra ord att magnetféltet
ar kallfritt — Gauss lag for magnetism,

i74) hur ett tidsberoende magnetfilt medfor ett elektriskt filt — Faradays in-
duktionslag,

iv) hur magnetiska filt kan uppsta bade ur fldden av elektriska laddningar och
ur varierande elektriska filt — Amperes lag med Maxwells korrigering.



5.1 Maxwells forsta ekvation - kopplingen till Gauss lag

Gauss lag for elektrostatiskt flode: "The total electric flux through a closed
surface equals 1/e times the net electric charge within that closed surface.” Rent
matematiskt betyder det att:

E.Ndszl/// pdV
)¢ € K

och enligt Gauss divergenssats

VL:///K(V-E)dV:///Kng.

5.2 Maxwells ekvationer i vakuum (specialfall)

Alltsa V- E = p/e.
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p=po=4r x 100" NA2  p=0

Da blir Maxwells ekvationer:
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Genom att tillimpa [F' = E] i den tredje identiteten far vi
Vx(VxE)=V(V-E)-AE.
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har den allménna l6sningen f(x,t) = Hy(x — ct) + Ho(z + ct) dir Hy, Hy € C?,
med andra ord en superposition av hoger respektive vinstergaende vagor med
fart c. For elektromagnetiska vagor i vakuum blir det:

1

— = HpEQ — C =

5 = =299 792 458 ms~ ! (exakt viirde).
c

Ho€o



6 Optimering pa kompakta omraden

Vid optimering soks det stérsta och/eller minsta viirdet av en reellvéird funktion
f(z) definierad pé en kompakt méngd i R™. Om en kontinuerlig funktion f(z) dr
definierad pa en kompakt méingd K i R™ foljer enligt sats 1.4 att max/minvirden
finns f6r funktionen.

6.1 Kontinuerliga funktioner (Sats 1.4)

Om f &r en reellviard kontinuerlig funktion med kompakt definitionsméngd D
sa har f savil ett storsta som ett minsta virde pa D.

6.2 Beridkning av storsta och minsta funktionsvirde

For att bersikna storsta och minsta funktionsvirde till en C'-funktion, samt
ange i vilka punkter dessa virden antas kan en rekursiv strategi enligt nedan
anvéndas.

En extrempunkt fér f maste a priori antingen vara en inre punkt i K eller en
randpunkt, dvs. en punkt i K.

Steg 0: Sétt

R=K
g=1Ff

Steg 1: Bestdm alla lokala extrempunkter i regionen R. Om ett extremvirde
antas i en inre punkt s méste det vara ett lokalt extremum. I fallet g € C! si
vet vi att varje lokal extrempunkt &r en kritisk punkt, ddrmed behover endast
ekvationssystemet Vg = 0 l6sas.

Steg 2: Bestiim en parametrisering av R enligt I' : D — R, dar D C R* L,

R:=0K
g:=gor

Ga till steg 1: Det d&r mojligt att fortsidtta undersokningen sa liange paramet-
riseringen av randen ocksa #r C*.

Exempel: Bestdm det storsta och minsta virdet av

flay) =a+2°+y° (5)



pa den kompakta cirkelskivan K : 22 4+ 52 < 1.
Losning: De stationdra punkterna bestdms av ekvationssystemet

9 —1422=0

ox
of _ —
8711 - 2y - 07
som har den enda l6sningen (z,y) = (—1,0). Denna punkt ligger i det inre

omradet av K och utgor darfor en av de mojliga punkterna i vilka f kan anta
sitt storsta respektive minsta virde. Funktionens uppférande pa randen av K
fas genom att till exempel parametrisera enhetscirkeln,

T = cost
{ysint,0§t§27r, (6)

och studera funktionen av en variabel
@(t) = f(cos t,sint) =cost+ cos®t +sin?t=cost+ 1

i intervallet [0, 27]. Storsta virdet for ¢ ér da 2, vilket intréiffar f6r ¢ = 0, och
dess minsta virde dr ¢(m) = 0. Funktionen f:s stérsta och minsta virde finns
alltsé att soka bland talen f(—1,0) = —1, f(1,0) = 2 f(—1,0) = 0.

Det stérsta viirdet dr da f(1,0) = 2 och det minsta véirdet ar f(—3,0) = O
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