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1 Kurvintegraler

En kurva kan beskriva rorelsen for partiklar. Detta gors med en parametrisering

v=A{r{t)la <t<p} (1)
r:R—R" (2)

Fran fysiken kénner vi igen att arbetet &r W = Fx detta kan generaliseras till
kurvintegralen

B
W= / F(x(t)) - v/ ()dt (3)

/F~dr (4)

Vilket ar notationen for en given kurvintegral.
Det gar dven att dela in kurvor i olika grupperingar enligt féljande definitioner.
Definition av en sluten kurva:

vilket vanligen skrivs som

r(a) =r(f) ()

dér r(a) &ar startpunkten for kurvan och r(8) ar slutpunkten. Foljande sa ar
definitionen av en enkel kurva:

I‘(tl) # I‘(tQ), a<t) <ty < ﬂ (6)

dér r(t1) och r(ts) ar tva godtyckliga skilda punkter pa kurvan.

Detta later oss sedan visa Jordans kurvsats: 14t v vara en enkel sluten CO-kurva.
D4 bestar R?\7y av exakt tva sammanhingande komponenter.

Med hjélp av denna sats gar det att gora foljande definition. Lat DC R? vara
ett begrinsat omrade vars rand 9D bestar av ett eller flera C'-kurvor. Randen
0D sags vara positivt orienterad om D ligger till vinster om fardriktningen.
Déarmed sa &r positiv orientering samma sak som moturs forutsatt att D inte
innehaller nagra hal.



2 Konservativa vektorfalt & potential

Definition:

Lat F : R™ — R"™ vara ett vektorfalt. F sdgs da vara konservativt om det finns
ett skalarfalt U : R — R sadan att F = VU.

Sats 9.4.2

Lat F : R® — R"™ vara ett konservativt vektorfilt s& att F = VU, definierad i
en 6ppen mangd D och 1at v vara en kurva i D. Da géller att

/F-dr:U(b)—U(a) (7)

dér a,b ar start-/slutpunkter f6r . En konsekvens av detta ar att

éFdr:O (8)

da ~ &r en sluten kurva.
Funktionen U kalla for potentialen till den vektorvérda funktionen F.

Bevis av sats 9.4.2
Tag en kurva v med C' parametriseringen

v={r(t)la <t <b} (9)

b b
/F dr = / F(r(t)) - r'(t) - dt = / VU (x(t)) - r(t) dt = {kedjeregeln} =

Sats 9.4.3

Lat F = (P,Q) vara ett kontinuerligt vektorfélt definierat i en bagvis sam-
manhéngande 6ppen méngd D. om fv F - dr &r oberoende av véigen sa har F en
potential i D.



Bevis av 9.4.3

Vilj en godtycklig baspunkt a € D. Vi definierar en funktion U : D — R
enligt U(x) = f7 F - dr, dir v dr en godtycklig C! kurva inom D som gér fran
a till x. Forutsattningarna innebér att U &r valdefinierad. Vi hdvdar nu att
F =VU. Sitt F = (F1,...F},). Vimaste da visa att fori = 1,...,n att U, = F,
Fixera ett i. Per definition:

oU [ U+ hei) = Ulx)
5%- h—0 h

infoga definition av U ovan sa att

U(x):/ F-dr

U(x + he;) :/ F.dr
Y2

dir 1,72 ar valfri (styckvis) Cl-kurva D fran a till x respektive x + he;, dvs
Y2 =1 + 3 dir v3 = {x + hte;|0 <t < 1} (da &r , styckvis C1).

1 1
U(x+ he;)) —U(x) = / F-dr= / F(x + hte;) - he;dt = h/ Fi(x + hte;)dt
0 0

V3

ou ! 1t
— = lim [ F;(x+ hte;)dt = lim — F;(x + ue;)du = F;(x)
x;  h—0J, r—0 R Jq

ty integralen &r ett medelvirde av F; pa striackan med lingd h och F; ar kon-
tinuerlig.

Definition

2 . 3 3 Ps s ._ (OFs _ OF, OF, _ OFs OF, _ OF
Lat F:R° = R%. Dadr VX F = (52 — 522, 5or — oo 902 — 920 )-
Definition
Lat F : D — R3 vara ett C! vektorfilt, dir D &r en 6ppen mingd i R?. F ir
virvelfritt om, och endast om V x F = 0, 6verallt i D.



Sats 10.5.3

Om F ér ett konservativt filt i den Sppna méingden D C R? med potential
U € C?, s ar F aven virvelfritt.

Bevis

F ar konservativt — F = VU

8U 8U ou

o 90 0

y 0*U B 0?U  9*U B 0’U 0°U B 0*U
C Y Oydz 020y’ 020x  0x0z 0xdy  Oydx
Ty U € C? — Clairaut giller (I

)=0 (11)

3 Greens Sats i R?

Lat P och Q vara tva C! funktioner definerade i en &ppen mingd Q C R2.
Om det kompakta omradet D i ) har en rand 9D som utgores av en eller flera
styckvis ¢'-kurvor och som ar positivit orienterade. D& &r

ﬁDdeJery—// @fa—P ) dx dy (12)

3.1 Anvandningsomraden

Exempel: Greens sats anvinds enklast pa slutna kurvor men kan dven anvéndas
pa icke slutna kurvor. Berikna f F - dr och F(z,y) = (P,Q) didr gamma &r
ovre halvan av enhetcirkeln genomlopt moturs. Insidan av cirkeln &r omradet

Losning: K \

For att kunna tillampa Greens sats pa denna kurva krévs det en till kurva fran
(-1,0) till (1,0) som vi kallar vo. For att sedan berékna kurvintegralen appliceras
Greens sats minus bidraget fran den tillagda kurvintegralen. Utrdkningen ser
ut som foljer

/ de—|—Qdy—// a—Q—a—P dx dy — /de+Qdy. (13)
Y1+72 Y2



Exempel: Berdkna area med hjélp av Greens sats. Greens sats kan dven tillampas
nér en area ska berdknas. For att berdkna arean av omradet D sa sétts P = 0
och @ = z vilket leder till att

yg x dy = Area(D). (14)
oD
Det gar dven att utféra berdkningen i y-led. Da utfors samma berdkning som
ovan fast man sétter P = —y och @ = 0 vilket i sin tur leder till
515 ydx = Area(D). (15)
oD

3.2 Definition av regulart omrade

Ett begrinsat och kvadrerbart omrade D, vilket ligger i R2, siigs vara reguliirt
i z-led om det finns en andlig partition av D dar varje element D; kan skrivas
pa formen:

Di ={(z,y) | ai <z < bi, ai(z) <y < Pi(x)} (16)

Dir a;(z), Bi(z) dr C° funktioner da x € [a;, b;] D siigs vara reguliirt i z-led
om samma princip kan appliceras for = utbytt mot y, samt vice versa. D sags
vara reguldrt om D &r regulért i bade x-led och y-led.

3.3 Bevis av Greens sats

Steg 1:
Antag att D &r regulart i z-led; Beviset inleds genom att visa att uttrycket

oP
dez// _9 drd 17
éDi D; 0y Y ( )

géller for alla delar ¢ av omradet D. Vinsterledet betraktas forst, dér randen
0D; kan representeras av 4 kurvor 71, s, 3, och 74. Vénsterledet kan da
skrivas ekvivalent som

yg de:/ Pd;v+/ de—i—/ Pdm—i—/ Pdx, (18)
oD; 1 Y2 3 V4

dér ~; representerar funktionskurvan «;(z), dir a; < x < b; i riktning med
okande virden for z; 7, representerar en linje fran (b;, «;(b;)) till (b;, 5;(b;));
3 representerar funktionskurvan f;(z), dir a; < x < b; i riktning med min-
skande vérden for x och 74 representerar en linje fran (a;, 8;(a;)) och (a;, a;(a;)).
Vinsterledet kan, ty differensen i ~o, 74 med avseende pa x ar 0 och vy, y3 tillhor
funktionskurvor, da stéllas upp som

b; a;
/ Pl i) dr + /b P, a(x) d. (19)

k3



Hogerledet kan enligt Fubinis sats skrivas ekvivalent som

// ——dm dy —/ /al(z) o dydx (20)

Vilket vidare kan utvecklas som

b; a;
/P(x,ﬂi(x))dz+/b P(z,a;(x)) de. (21)

7 K

Vansterledet har da visats vara ekvivalent med hogerledet, vilket skulle visas.

Steg 2:
Beviset fortsdatts nu med att visa att man kan summera alla delar av partitionen
for detta forhallande och fa samma férhallande, enligt

Z&ép Pdl“*Z// *fdxdy — 6DPd:17//Daa]dexdy. (22)

For att bevisa véansterledens ekvivalens kollar man pa alla réander till delomraden,
om de ligger intill varandra. I detta fall kommer alla inre kurvor i omradet att
ta ut varandra, kvarvarande ar endast de kurvor som utgdr randen 9D, vilket
bevisar ekvivalensen. Beviset for hogerledets ekvivalens dr i princip trivialt, da
att integrera over delar av omraden for att sedan summera upp virdena ar en
metod i sig for att berdkna integralen 6ver hela omradet.

Steg 3:
Analogt till tidigare steg kan beviset dven foras att, om D &r regulart i y-led

géller forhallandet
Qdy = // 9€ iy dy, (23)
oD p Oz

vilken om kombinerat med det forsta forhallandet ger det bevisade uttrycket
0 oP
75 de—l—Qdy—// —Q—— )dx dy O (24)
oD

4 Flodesintegraler

4.1 Introduktion

Definition:
Lat F : R® — R? vara ett integrerbart vektorfilt och 1at K € R?® vara en
kompakt, kvadrerbar mingd vars rand K &r en styckvis Cl-yta. Flodet av F

ut fran K ges av
# F-NdS (25)
oY



dér N &r en enhetsnormal till K som alltid pekar ut fran K.

Sprakbruk:
"Flodet av F ut fran K ar ekvivalent med ”"Flédet av F ut genom 0K”.

4.2 Berakning av flodesintegraler

Metod 1: Valj lamplig parametrisering av ytan och berdkna tillh6rande dubbe-
lintegral(er) direkt.

7:DCR* - R3
(s,t) = 7(s,t) = (z(s,t),y(s,t), 2(s,t))

dS &r areaelementet pa ytan som &r |s X 7| dsdt med |Fs X 7| ortogonal mot
ytan,

(26)

= NdS =+(F, x 7)) dsdt (27)
dar + bestdms fran fall till fall. Vi har da likheten

# F.Ndszi// F- (7, x 7)) dsdt (28)
oK m(0K)

vilken sdger hur integralen kan behandlas.
Kom ihag:
Specialfallet av en funktionsyta Y = {(z,y,z = f(z,v))|(z,y) € D C R}

= (7 X Ty)dedy = (—fz,—fy,1)dxdy

s //IF Nds = j:// (—fas—fys 1) dady (29)

Exempel: (Coloumbs lag)

Kom ihag Coloumbs lag i elektrostatik

7. (30)

Det elektrostatiska féltet E som produceras av en punktladdning @ definieras
somIEJ:%v2 — F =¢E.

cQ. 0Q. (z,y,2) L s
T T @t ‘3”

Berékna flodesintegralen
# E- NdS (32)
YR

for en sfar ¥ g med medelpunkt i 7g, radie R och utatriktad normal.



o Tt

Losning: Den utéatriktade enhetsnormalen N i punkten 7 pa S ges av N =
Eftersom |7] = R och E = % pa sfiren X blir

. Foor 1 1
E-NdS:# —~—dS:—# %2dS = — ds 33
#ZR sp B2 R R? zRH R? JIs, (33)

Men eftersom [[y, ~dS = area(Xg) = 47 R? sa dr integralen

# E-NdS =4n (34)
YR

oberoende av sfarens radie. Notera dven att bade det elektrostatiska faltet och
gravitationsfaltet F = G]Twime skalar med [F oc 1/r2
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