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1. L̊at {φn}n∈N vara en ortonormal mängd i ett Hilbert-rum, H. Om
f ∈ H, bevisa att gäller:

||f −
∑
n∈N

〈f, φn〉φn|| ≤ ||f −
∑
n∈N

cnφn||, ∀{cn}n∈N ∈ `2,

och = gäller ⇐⇒ cn = 〈f, φn〉 gäller ∀n ∈ N. (10 p)

2. L̊at {φn}n∈N vara ortonormala i ett Hilbert-rum, H. Bevisa att följande
tre är ekvivalenta:

(1) f ∈ H och 〈f, φn〉 = 0∀n ∈ N =⇒ f = 0.

(2) f ∈ H =⇒ f =
∑
n∈N

〈f, φn〉φn.

(3) ||f ||2 =
∑
n∈N

|〈f, φn〉|2 .

(10 p)

3. Beräkna den komplexa Fourierserien till den 2π-periodiska funktion
f(x) som är lika med x3 i (−π, π). Vad är seriens summa i punkten
8π? (10 p)

4. Hitta polynomet, p, av högst grad tv̊a som minimera∫ 2

−2
| sinh(2x)− p(x)|2dx.

(10 p)



5. Lös problemet:

ut − uxx = cosh(x), 0 < x < 4, t > 0

u(x, 0) = v(x),

u(0, t) = 0,

u(4, t) = 0.

(10 p)

6. Lös problemet:

ut − uxx = G(x, t), t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = v(x).

(10 p)

7. Lös problemet:{
urr + r−1ur + r−2uθθ = 0 0 ≤ r ≤ 1, |θ| ≤ π

u(1, θ) = sin2 θ + cos θ

(10 p)

8. Beräkna för x ∈ R
∞∑

n=−∞

|Jn(x)|2.

Tips: funktionen eix sin(t) är 2π periodisk in t-variabeln och

eix sin(t) =
∞∑

n=−∞

Jn(x)eint.

Lycka till! May the force be with you! ♥ Julie Rowlett.


