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1. L̊at {φn}n∈N vara en ortonormal mängd i ett Hilbert-rum, H. Om
f ∈ H, bevisa att

||f −
∑
n∈N
〈f, φn〉φn|| ≤ ||f −

∑
n∈N

cnφn||, ∀{cn}n∈N ∈ `2,

och = gäller ⇐⇒ cn = 〈f, φn〉 gäller ∀n ∈ N.

(10 p)

2. Bevisa att Hermite polynomen, Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn e
−x2 , uppfyller

∀x ∈ R och z ∈ C,
∞∑
n=0

Hn(x)
zn

n!
= e2xz−z

2
.

(10 p)

3. Beräkna:
∞∑
n=2

1

1 + n2
.

(Hint: Utveckla ex i Fourier-series i intervallet (−π, π)). (10 p)

4. Hitta siffrorna a0, a1, och a2 ∈ C som minimerar∫ π

0
|ex − a0 − a1 cos(x)− a2 cos(2x)|2dx.

(10 p)

5. Lös problemet:
ut − uxx = 0, t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = e−|x|

(10 p)



6. L̊at α > 0. Vi definerar

L̂Pα(f)(ξ) := f̂(ξ)χ(−α,α)(ξ).

Vi definerar

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−ixξdx, χ(−α,α)(ξ) =

{
1 |ξ| < α
0 |ξ| ≥ α

Beräkna LPα(f) med
f(x) = e−|x|.

(10 p)

7. Lös problemet:

utt − uxx = tx, 0 < x < 4, t ≥ 0,

u(0, t) = 20,

ux(4, t) = 0,

u(x, 0) = 20,

ut(x, 0) = 0.

(10 p)

8. Lös problemet:

ut − uxx − uyy = 0, −1 ≤ x, y ≤ 1, t ≥ 0,

med

u(−1, y, t) = 25,

u(1, y, t) = 25,

u(x,−1, t) = 25,

u(x, 1, t) = 25,

u(x, y, 0) = (6− |x|)(6− |y|).

(10 p)

Lycka till! May the force be with you! ♥ Julie Rowlett.


