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1. Bevisa Samplingsatsen: L̊at f ∈ L2(R) och l̊at f̂ vara Fouriertransfor-
men av f . Antag att det finns L > 0 s̊adant f̂(x) = 0 ∀x ∈ R med
|x| > L. Visa att

f(t) =
∑
n∈Z

f
(nπ
L

) sin(nπ − tL)

nπ − tL
.

(10 p)

2. L̊at f vara en 2π-periodisk funktion med f ∈ C2(R). Bevisa att Fouri-
erkoefficienterna cn av f och Fourierkoefficienterna c′n av f ′ uppfyller

c′n = incn.

(10 p)

3. Lös
ut = uxx, t > 0, x ∈ (0, π),

u(0, x) = πx− x2, u(t, 0) = u(t, π) = 0.

(10 p)

4. Lös
ut = uxx, t > 0, x ∈ R.

u(0, x) =
1

1 + x2
.

(10 p)

5. Lös
utt = uxx, x > 0, t > 0,

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0,

u(t, 0) = (1 + t)3/2.

(10 p)



6. Legendrepolynomen

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n ≥ 0,

är en ortogonal bas p̊a L2([−1, 1]) med

||Pn||2L2 =
2

2n+ 1
.

Antag att f är kontinuerlig p̊a (−2, 2), beräkna

lim
n→∞

√
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x)dx.

(10 p)

7. Hitta det polynom av högst grad 2 som minimerar∫ 1

−1
| sin(πx)− p(x)|2dx.

(10 p)

8. L̊at H vara halvskivan

H = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}.

Hitta alla λ > 0 och funktioner f 6≡ 0 s̊adana att det i polära koordi-
nater (r, θ) gäller att{

frr + r−1fr + r−2fθθ = −λf p̊a H, och

f = 0 p̊a ∂H.

(10 p)

Formler:

1. f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

2. f̂g(ξ) = (2π)−1(f̂ ∗ ĝ)(ξ)

3. ê−ax2/2(ξ) =
√

2π
a e
−ξ2/(2a)

4. L (H(t− a)f(t− a)(z)) = e−azL(f(z)), därH är Heavysidefunktionen.

5. Bessels ekvation av ordning n: x2f ′′ + xf ′ + (x2 − n2)f = 0.


