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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEO030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

1.
Fourierserien for funktionen cosax i [—m, 7| fas ur BETA
13.1 (15):
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Denna funktion, fortsatt till en 27-periodisk funktion pa hela
linjen, &r kontinuerlig och styckvis glatt. (Kontinuiteten i 7
foljer av att funktionen dr jamn.) Déarfor konvergerar Fou-
rierserien 1 alla punkter, mot funktionens vérde. I punkten
x =0 far vi
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Det foljer att
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Med = = 7 far man pa liknande sétt
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For den tredje serien kan man anvanda Parsevals formel,
som i BETA 13.1, 6versta formeln i rutan med Parsevals iden-
titeter, med T' = 2w. Man far
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Integralen hir riknas ut via cos® az = (1 + cos2ax)/2 och
blir 7 + (2a) ! sin 2anr. Detta ger
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dér sista termen kan forenklas till 7 cot am/4a’.

Ett annat, elegant siatt att bestdmma den tredje summan
ar att utga fran formeln for den andra summan som vi hér-
ledde, och derivera bada leden med avseende pa parametern
.

2.
Eftersom den inhomogena termen cos x i differentialekvatio-
nen inte beror av ¢, kan man anvinda steady state-metoden.
Det innebér att forst finna en t-oberoende 16sning wug(z) till
differentialekvationen som dessutom har réatt randvérden i
dndpunkterna 0 och 7. Man far uj(z) = —k~!cosx si att
ug(z) = k~lcosw + ax + b, och randviirdena ger ug(x) =
k~lcosz — k1 + 22/ (mk).

Nu sétter vi u(z,t) = uo(x) + v(x,t) och séker v, som
maste vara en 16sning till problemet

Ut = KUgg,
v(0,t) =0, wo(mt)=0,
v(z,0) = (1 =k Hcoso + k™t — 2x/(mk).
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Detta &r ett standardproblem, som loses med utveckling i
sinusserier. For att utveckla de tre termerna i initialvirdet

v(x,0) ovan, kan man anvinda formlerna (11), (25) (som ar
enklare &n (2)), och (12) i BETA 13.1. Man far
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Héar ser man att de udda termerna i den tredje summman
sammanfaller med termerna i den andra summan, sa att

oo

8 n 4 sin 2nx
N ~1
v(z,0) = (1—k );Z4n2_151n2nx+gz o
1 EOO: 8kn? —2 . 5
= — sin 2nx.
kn(4n? — 1)

Dartfor ges v av

1~ 8kn®—2
v(z,t) = — kn(ZnQ — 1)6 —n*t gin 2n,

Den sokta funktionen u blir alltsa
u(z,t) = v(x, t) Fup(x) = v(x, t)+k (cosx —1) 42z /(rk)

med ovanstaende v.

3.

Med f(x) = 1/(1 + x2) har man enligt tabell f(&) = me |,

och LP,(1/(142?)) har alltsi Fouriertransformen me ™ Fly_, 4)().
Enligt Fouriers inversionsformel dr LP,(1/(1 + z?)) da

i 7T/ eIl it d¢ = 1/ e Etirg d¢ + 1/ s de,
27T —a 2 0 2 0
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dar vi bytte variabel £ — —& i integralen mellan —a och 0.
Men detta dr detsamma som

R / et ge — gt 1
0

-1+
_» (e7*(cos ax + isinax) — 1)(—1 — iz)
1+ 22
1l —e"“cosar+wxe “sinax
B 1+ 22 ’

som ar svaret. Imagindrdelen blir alltsa 0.

4.

For detta Dirichletproblem i ett ringformat omrade vet man
att variabelseparation leder till en 16sning med serieutveck-
ling av typ

(1) U(T, 9) =ag+ bolnr + Z eme(anr” i bnT_n),
neZ\{0}

(Se annars hérledningen i Folland 4.4, formel (4.33).) De giv-
na randvardena leder till

bO inf n—1 —n—1
T > emn(a Ry = bRy =1
neZ\{0}

och

a+blnRi+ > e (a,R} + b, Ry") = 6],
neZ\{0}

ekvationer som ska gélla for alla @ € [—m, 7]. Déarfor utvecklar
vi hogerleden i Fourierserier och identifierar koefficienterna i
varje ekvation. Konstanten 1 ar sin egen Fourierserie, s4 man
far by/Ry = 1 och a,Ry™' — b,Ry™ ' = 0 for alla n # 0.
Fourierserien for 0] &r enligt BETA 13.1 (3) med aw = 1 och
L=h=m

0 iy (2k —1)6.

0515 gt e



Detta skriver vi om som

m 2 1 inf

n€Z,nudda
Dérfor blir ag + byln Ry = 7/2 och a, R} + b,R;" = 0 for
jimna n # 0, medan a, R} + b,R;" = —2/(7n?) for udda
n. For varje n har vi nu tva ekvationer for a, och b,, och
man far latt att ag = 7/2 — Ryln Ry och by = Ry. For jamna
n # 0 blir a, = b, = 0, medan fér udda n
2 R}

mn? R3" + R"

ay =

och
2 R

T2 Ry? 4 Ry
Dessa virden ska stoppas in i uttrycket (1), men forst ob-

serverar vi att b, = a_,, for dessa n. Den del av summan i
(1) som innehaller b, kan déarfor skrivas, efter ett teckenbyte

n— —n,
E : 6—zn9anrn.

n€ezZ, nudda

b, =

Svaret, blir darfor

u(r,0) =
RYr"

6.
(R ) cosn

4
g—RolnR1+Rolnr =

nez, nudda

5.

Transformationen z = t/3 tar oss till intervallet —1 <t < 1,
dér vi vet att ortogonalpolynomen, med vikt 1, ar Legendre-
polynomen P,(t). Med P(x) = Q(t) ska vi minimera

1 [ t
g/_lwsmg—@wdt,
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dér faktorn 1/3 &r betydelsels. Enligt satsen om bésta ap-
proximation blir det minimerande polynomet
2
Q(t) - Z Cnpn(t)7
0
dar
! / Csin L Pyt di
Ch = —— sin = P, .
[Pall* S 3
Hér tas normen i rummet L?[—1, 1]. Polynomet @ ér en orto-
gonalprojektion. For jamna n ar P,(t) en jamn funktion, s
integralen blir 0. D4 aterstar bara fallet n = 1, med Pi(t) = ¢
(tabell) och || P1||? = 2/3. Efter en partialintegration far man

2 3
Da ger Q(t) = 1t att

3 1 1 1 1
cl = — (—GCOS§+ 1881n§> = 27sin§ — 9cos —.

P(z) = Q(t) = 3c1x = (81 sin% — 27 cos %) .

For att teckenstudera sin z— P(x) observerar vi att sin x &r
konkav i [0, 1/3]. Genom att rita en enkel figur ser man déarfor
att pastaendet i b) foljer om linjen y = P(x) skiir kurvan
y = sinx i nadgon punkt i det &ppna intervallet (0,1/3),
eftersom bada gar genom origo. Att de skiir varandra kan
man verifiera numeriskt. Men det &r nog enklare att utesluta
motsatsen med foljande argument: Om de inte skér varandra,
skulle skillnaden sinz — P(x) ha konstant tecken i (0,1/3).
Eftersom P liksom () &r en ortogonalprojektion, ar sinx —
P(z) ortogonal mot Pi(t) = 3x i intervallet (—1/3,1/3), sa
att

1/3
/ (sinz — P(z))zdz = 0.
~1/3
Héar ar integranden jamn, sa man har ocksa

1/3
/ (sinz — P(z))zdx = 0.
0

Av denna likhet foljer att sinx — P(x) inte kan ha konstant
tecken i (0,1/3), och saken &r klar.



6.
Vagekvationen blir i poldra koordinater

) 11
Uy = C | Upp + —Uyp + U | -
r r

Variabelseparation u(r, 0,t) = T(t)R(r)O(f) ger
1T"(t) R'(t)+r'R(t) 16"(0)
ST R(t) 2ol "

for nagon konstant m. For T far vi den enkla ekvationen

T"(t) = *mT(t) = 0.

Det forsta av de givna initialvillkoren medfor att 7°(0) = 0.
Om m > 0 blir da T'(t) en multipel av sinh cy/mt. Det skulle
innebéra att membranets svingningar viaxer obegransat med
tiden, och sa kan ett membran inte bete sig. Fallet m = 0
ger en multipel av £, nagot som ocksa ar fysikaliskt orimligt.
Alltsa #r m < 0. Vi skriver d& m = —p? med u > 0, och
T'(t) blir en multipel av sin cut. (Den som pé denna punkt
foredrar ett mer matematiskt an fysikaliskt resonemang kan
ldsa parentesen nedan.)
Den andra likheten i den dubbla ekvationen ovan medfor

PRt + rR(1) + i22R(t)  ©'(6)

R({) RGO
med en ny konstant v. For © far vi
0" () + *0() = 0,

och eftersom © #r 2m-periodisk ser vi forst att 2 maste vara
positivt eller 0, sa att talet v ar reellt. Sen far vi ocksa att v
maste vara ett heltal, som kan antas ickenegativt. Vi skriver
da v =mn € {0,1,...}, och ser att ©(0) &r en linjirkombina-
tion av cosn# och sinnb.

Ekvationen for R blir

r?R'(t) + rR'(t) + (u*r* — n*)R(t) = 0.

Detta ar Bessels differentialekvation, med l6sningar som &r
linjairkombinationer av J,(ur) och Y, (ur). Randvillkoret
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u(ro, 0,t) = 0 medfor att R(rg) = 0 och att R(r) dr begréin-
sad dven vid r = 0. Dérfor kan vi utesluta Y, (ur) och fa att
R(r) maste vara en multipel av J,(ur), med ett sadant u att
uro ar ett nollstalle till J,,.

(Hir utgick vi fran att m = —p? < 0, s att p ér reellt
och kan véljas positivt. Men m > 0 skulle innebéra p ar rent
imaginért och att R(r) blir en linjirkombination av I, och
K,,. Da kan vi forst utesluta K, som ar singuldr i 0 och sen
I, som inte har nagot nollstélle pa R . Och fallet m = 0 ger
en Eulerekvation med losningar som &r linjarkombinationer
av r' och r=", resp.av 1 och Inr f6r n = 0. Da utesluts r="
och Inr av begransningsvillkoret vid 0, och randvérdet 01 rg
gor sedan dven detta fall omdjligt.)

Om Mg, kK =1,2, ..., betecknar de positiva nollstéallena till
Jn, har vi alltsd p = A, /ro for nagot k. Det ovanstéende
innebar darfor att de separerade 16sningarna ar av formen

sin 2k Jn< i T) (acosmb + bsinnd).
7o 70

Losningen till det givna problemet ar en summa

u(r, 0,t)
- At Nen

:ZZsinc i Iy, ( i 7") (agp cosnb + by, sinnh).
n=0 k=1 "o "o

For att bestdmma koefficienterna ay,, och by,, anvinder vi det
andra initialvillkoret. Genom att derivera med avseende pa ¢
och sen sétta t = 0 far man

c o0 o0 Aknrr- '
(2) - E E k ( o ) (agn cos nb + by, sinnd)

n=0 k=1
= (ro = 7)(m —[6]).

Nu vet man att funktionerna r — J,, (Agnr/ro), k=1,2, ...,
bildar ett fullstindigt ortogonalsystem pa intervallet (0,19)
med vikten w(r) = r, se BETA 12.4 “Orthogonal series ...”.
Eftersom hogerledet 1 (2) dr jamnt i 6, kommer by, att bli 0.
Koefficienterna ag, kan man fa genom att kombinera formeln
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for koefficienterna i utvecklingar i dessa Besselfunktioner med
den vanliga koefficientformeln for cosinusserier. Det dr dock
aningen enklare att utnyttja att hogerledet ar en produkt
av en funktion av r och en av 6, och utveckla den senare
med hjélp av tabell. Man far, t ex enligt BETA 13.1 (6) med
h=L=m,

Det betyder att vi kan se (2) som en likhet mellan tva cosi-
nusserier och identifiera koefficienterna, vilket ger

¢ — ko™ T
7“_0 Z Ako Jo (7“—) ax = (o — 7’)5

0
k=1
for n = 0. For jamna n # 0 blir ag, = 0 och for udda n far

marn
¢ — ANenT 4
- A nL]n n — i I
"o ; * < To ) o (TO T)ﬂ-nQ

Nu kan vi anvianda formeln for Besselkoefficienter (BETA
12.4 igen) och fa

T "o )\kOT
— —r)Jy [ — d
k0 croAkoJ1(Ako)? /0 (ro = 7) 0( To ) nen
och

8 ro )\/mT
o s d
i weron® e Jnt1(Agn ) /0 (ro=7)J ( T0 ) ne

for udda n.
Svaret, blir darfor

= — . C)\]mt )\;mT
u(r,0,t) E E sin o ( - ) Akp COST

n k=1
dar summan 1 n loper 6ver 0 och de udda naturliga talen,
och ag, har de angivna virdena.




