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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM?2

Uppgift 1.
Eftersom funktionen f &r jamn, kan den utvecklas i cosi-
nusserie, f(z) =ag/2+ >, a,cosnx, dir

™
an:—/ coshxcosnrdr, n=20,1,2,....
T Jo

Denna integral kan berdknas pa flera séatt. Det enklaste ar
kanske att se faktorn cosnz som realdelen av ¢™® och in-
tegrera de tva termerna e for att sen ta realdelen av
den erhallna integralen. Detta &r lite elegantare &n att ut-
trycka integranden i termer av exp av +x och +inx och
integrera fyra termer. Man kan ocksa partialintegrera tva
ganger, vilket ger att integralen dr summan av utintegre-
rade termer och en multipel av samma integral. Har ska vi
i stéllet anvinda formeln 332 i BETA 7.4, sidan 175, som
ger en primitiv funktion till exp ax cos bx. Genom att vilja
a = +1 och b = n far man

Ay —

L (cosnz + nsinna) + 5 + nsinna)|
— COSnx T S1Nn T — COshx n sin nx .
T |14+ n? 1+ n? 0

Har ger sinustermerna inget bidrag, och cosinustermerna
tar ut varandra i 0. Man far

2sinh7 (—1)"
ay, = .
T 14+ n?
Fourierutvecklingen av f &r alltsa

sinhm  2sinh 7 = (—1)"
flx) = T 21:1_'_”2008711'.
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Anm 1. Ett smart, alternativt sétt att hitta denna Fouri-
erserie dr att observera att cosh z = cosix och att Fourier-
serien for funktionen cosax i BETA 13.1 (15) géller dven
for a = 1.

For att finna den sokta summan vill vi vilja x = 7 i denna
serieutveckling. Fragan dr da om serien konvergerar i den-
na punkt. Men f ar kontinuerlig i punkten x = 7, eftersom
den &r jimn och 2m-periodisk. Dérmed &r den kontinuer-
lig pa hela linjen. Eftersom f ocksa &r styckvis glatt, ger
konvergenssatsen att Fourierserien konvergerar mot f(x) i
varje punkt x. Vi kan alltsa sétta x = 7 och far

(0.¢]

Z ]_ _WCOthﬂ'_l
1+n2 2 2’

1

Anm. 2 Man kan vélja att bestdmma den komplexa formen
av Fourierserien i stéllet for cosinusserien. Riakningarna blir
ganska likartade. Men for att sedan berdkna den sékta sum-
man maste man da sla ihop termerna med n och —n eller
ta realdelen, vilket visentligen betyder att ga over till co-
sinusserien.

Uppgift 2.
Randvillkoren fér z = 0 och x = ¢ & homogena, sa man
kan variabelseparera och ansétta u(x,t) = X (z)T'(t). Ek-
vationen blir . T X
k(l + 1) =X

och denna kvantitet maste vara konstant, sdg u. Det be-
tyder att X” = pX, och randvillkoren ger X (0) = 0 och
X'(¢) = 0. Da ser vi (som vanligt) att det inte finns nagra
16sningar med g > 0 eller u = 0, férutom nollésningen. For
p < 0 skriver vi p = —v? déir v > 0 och finner 16sningar
X(z)=sinvemedv=(n—-1/2)n/l, n=1,2,.... For T
far vi ekvationen

T’ kv?

T 1+t
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en ekvation som &r separabel och loses genom integration
av bada leden. Man far

InT = —kv? arctant + C,

sa T #r proportionell mot exp (—kv?arctant). Nu kan vi

ansatta
(o]

_k(n—Lly2m> .
U(l’,t) _ 2 :ane k(n—3)*7z arctantSID(n .

m
)—x.
n=1 ¢

| —

Initialvillkoret ger att

(0.9]
Z a, sin(n — l)Ex =z
= 2° 4
for 0 < x < (. I detta intervall bildar funktionerna
sin(n — %)%x ett fullstindigt ortogonalsystem. De dr nam-
ligen egenfunktionerna till det reguljara Sturm-Liouville-
problemet

ffH =0,  f0)=0  f(6)=0.
Att det ar sa sag vi nér vi bestdamde X nyss, p motsvarar
—A. Man finner att | sin(n — 3)Zz||* = ¢/2, och koefficien-
terna a,, ges av

2 4 1.7 8¢ (—1)"*!
ap = —/0 xsm(n — —)Zl'dl' = Pm,

det sista efter en partialintegration. Vi kan sammanfatta
svaret:
8€ > (_1)n+1 —k(n 1)271'2 1 T

22 on 1 1)26 Aactantgin(n — =) —g.
n=1

27/
Anm. Det gar att fa fram uttrycket for a, ur BETA 13.1
(6) med h = L = ¢, om man dér sétter t = (x + ()/2 for
att ga over fran en cosinusserie till en sinusserie.

2

u(z, t) =

Uppgift 3.
Systemfunktionen #r 1/(1 + w?). Impulssvaret ir inversa
Fouriertransformen av systemfunktionen, i detta fall %e"f”'.



Den givna utsignalen 2~ !sin2z har Fouriertransformen
TX|w|<2- Genom att dividera med systemfunktionen kom-
mer vi till insignalens Fouriertransform, som alltsa maste
vara m(1 + w?)X|u|<2. Insignalen vi soker &r dérfor inversa
Fouriertransformen av <2 + 7rw2x‘w|<2. Eftersom fak-
torn w pa Fouriersidan motsvarar derivering av funktionen,
ar detta

sin2z  d* sin2x  (52% — 2)sin 2z + 4 cos 2z

Y

x dx? =z 3

det sista efter lite rdkningar. Det ar ungefar lika enkelt
att 1 stallet direkt berakna inversa Fouriertransformen av

TW?X |w|<2-
Svaren pa fragorna blir alltsa

(5% — 2) sin 2z + 4x cos 2z 1
resp. —e

l’g

Uppgift 4.

Hér anvinder man lampligen en Laplacetransform i ¢-varia-
beln, och sétter U(x, s) = Lu(z, s). Pa grund av begynnelse-
villkoret u(z,0) = cosx blir da differentialekvationen

sU(z,s) —cosx = Uyy(x, s).

Detta ar for varje fixt s > 0 en ordinér differentialekva-
tion i varabeln x med konstanta koefficienter. Motsvarande
homogena ekvation sU(x,s) = U,.(x,s) har den allmén-
na losningen U(z,s) = Aexp(zy/s) + Bexp(—z4/s) med
konstanter A och B, som dock kan bero av s. For att hit-
ta en partikuldrlosning kan man ansitta en linjadrkombi-
nation av cosx och sinx (eller exp(+iz)), och man finner
U(x,s) = (s+1) L cosz. Vi kommer alltsa fram till att den
allménna l6sningen till differentialekvationen &r

(8T Aexp(zv/s) + Bexp(—zv/s).

Ulz, s) = s+ 1




5

Hér forkastar vi termen Aexp(xy/s) eftersom exp(xy/s)
vaxer for snabbt for stora ¢t for att vara en Laplacetrans-
form. Observera att uppgiften ar att hitta en losning till
problemet. Randvillkoret 1, (0, ) = 1/+/¢ blir Laplacetrans-
formerat U,(0,s) = /7 /s, enligt BETA 13.5 L57. Genom
att derivera uttrycket for U ovan (utan A-term) map. x och
sen sitta x = 0, far vi

0 — Bys=+/7/s.
Alltsa &r B = —y/7/s, och da blir

Vi tar nu inversa Laplacetransformen av detta. BETA 13.5
L21 och L62 ger

w(z,s) =e tcosx — 7Terfc<i>,
(z,5) v Wi

som &r den sokta l6sningen.

Uppgift 5.

De tre sinusfunktionerna ér sinsemellen ortogonala pa [0, 7],
eftersom de ingar i ortogonalsystemet sinnx, n=1,2,....
Enligt satsen om bésta approximation dr den stkta bésta
approximationen detsamma som ortogonalprojektionen av
f pa det angivna linjdra rummet och ges av de tre forsta
termen i utvecklingen av f i sinusserie pa intervallet. Enligt

BETA 13.1 (11) med L = 7 och h =1 &r denna utveckling
8v~ Kk

cosx = - ; 01 sin 2kx.

Detta innebédr att de udda Fourierkoefficienterna ar 0, sa
att de tre forsta termerna tillsammans dr 0 + 3% sin 2x + 0.
Svaret pa uppgiften blir da 3% sin 2.
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Uppgift 6.
Vi anvéander cylindriska koordinater sa att u = wu(r, 0, 2),
diar 0 <r < Ry och |#| < 7 och 0 < z < h. Ekvationen blir

1 1
Upp + —Uyp + _2u09 + Uy, = 07
T T

med randvérdena u(r,0,0) = 1 da |#] < 7/2 och = 0 da
/2 < 0] < 7 samt u(r,6,h) = 0 och u(Ry,0,2) = 0. Vi
separerar variabler genom att ansitta u = R(r)©(0)Z(z)
och far
R// 4 T’_lR/ » @// Z//
— == —— =\,
R ) Z
dér som vanligt A maste vara konstant. Det foljer att
2 pI / "
rRATR e 9
R C)
och denna kvantitet maste ocksa vara konstant. Eftersom
O ar 27-periodisk, maste konstantens viarde vara av formen
n? for nagot heltal n > 0, och © #r en linjirkombination av
cosnz och sinnx. For R far vi da

r’R"+rR — (Ar* +n*)R = 0.

Om A < 0, sig A = —pu? med p > 0, dr detta Bessels
differentialekvation r*R" + rR' + (u*r? — n®*)R = 0. Dess
allménna l6sning ar R(r) = aJ,(ur) + bY,(ur). Eftersom
R ska vara begriansad for r néra 0, maste hér b vara O.
Randvillkoret R(Ry) = 0 medfor da att u = A,/ Ro, dar
Ain, K =1,2,..., som vanligt betecknar nollstéllena till .J,
pa positiva halvaxeln.

Innan vi fortsdtter med detta fall, underscker vi ovriga
virden pa A. Om \ = 2 > 0, far vi den modifierade Bes-
selekvationen r2R" +rR' — (v*r? + n?)R = 0, med allméin
l16sning R(r) = al,(vr) + bK,(vr). Har forkastar vi K-
termen eftersom den ar singulédr i 0 och observerar sedan
att I, inte har nagra nollstéllen pa den positiva halvaxeln.
Detta fall ger alltsa ingenting. Fér A = 0 har vi en Euler-
ekvation, med allmén 16sning R(r) = ar™ +br~" om n > 0.
For n = 0 far vi i stéllet R(r) = a+blnr. I bada dessa fall
forkastar vi forst den andra termen som ar obegréansad vid



7

0. Dérefter ser vi att &ven den forsta termen maste vara 0,
eftersom R(r) skall ha ett nollstélle.

Bara fallet A = —u? < 0 kan alltsa ge nagot, och dér ser vi
att ekvationen for Z blir Z” = p?Z. Dessutom skall Z(h) =
0, sa Z maste vara proportionell mot sinh p(z — h). Darmed
har vi funnit de separerade 16sningarna. Med véardet pa u
som vi fann ovan insatt, ska vi darfor anséitta

u(r,0,z) =

>\ n . . )\ n - h
E E g, < i 7n) Ay, COS NO+byy, sin 1) sinh (%) .
0

n=0 k=1

Randvérdena for z = 0 ger oss nu att

(1)

N g [ A
g g Jn( k r) akncosnGerknsian)sinh(g )
0
=1

n=0 k
= X{|g]<m/2}
detta for |#] < 7 och 0 <r < Ry.

For att bestdamma koefficienterna ag, och by, utvecklar
vi hogerledet i Fourierserie. Med BETA 13.1 (1), dar L =
m, h = 1 och @« = 1/2, far man, eftersom sinnn/2 =
(—=1)™~1 fér n = 2m — 1 och = 0 for jimna n,

2 o (—1)m!

T = 2m — 1

1
X{lol<m/2}y = 5 + cos(2m — 1)0.

(Dessa koefficienter far man ungefir lika enkelt fram ge-
nom att integrera enligt formeln i stéllet for att anvénda
tabellen.)

Dubbelsumman i vénsterledet i (1) kan vi ocksa se som
en vanlig Fourierserie dér koefficienterna ar summor i k,
alltsa sa har:

Z(ZJ (AW) i (Agoh» (@ cOS NO+byy sin nf).



Genom att identifiera koefficienterna ser man da att alla
bi, = 0 och att ay, = 0 for jdmna n > 0. Fér n = 0 har

man
- k0T Aeoh 1
Jo | 22 h —=
;O(RO>akon<RO> 2
och forn =2m — 1

N 2m— , Meom—1h 2 (=)™
3oy (P55 v (R 2) < 2350

Nu kan man anvinda Besselfunktionernas ortogonalitets-
egenskap (BETA 12.4 sid 275) och fa

ary) = — ! /OJ M rdr
TR T (o) sinh(Moh/Ro) Jo 7\ Ro

resp.

4(—-1)™
Arom—1 = 5 ( ) :
WROJQm(Aka_l)(Qm — 1) Slnh(/\kgm_lh/Ro)

R
0 N 2m—17’)
SO S AT U
/0 om—1 ( R

det sista for m = 1,2, .... Ddrmed &r problemet 16st. Svaret
blir alltsa

- A Mo(z — h
u(r, 0, z) Zakojo ( koT) sinh (%@))
k,2m—1J2m—1 Ry

m=1 k=1

X cos(2m — 1)f sinh ()\k,le(Z — h))

Ry

med ay,, som ovan.

Anm. Ett alternativt satt att berdkna ay, och by, ar att
utnyttja att funktionerna .J, ()"“”T> cosnf, k > 1,n > 0,

och J, A’“"’") sinnf, k > 1,n > 1, tillsammans bildar ett

fullsténdigt ortogonalsystem i det viktade produktrummet
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L% ([0, Ry x [—m, w|; 7 drdf). Man far da uttryck for ag, och
b, 1 form av dubbelintegraler, dar man kan utfora integra-
tionen i 6. Detta leder till samma resultat som ovan.



